اجمهوريّة العريئة السوريّة 
وزارة التربية 
المركز الوطني 
لتطوبر المناهح التربويم 





الصف النانى اناري العلمى 


ا تتم 
A NEY = ET‏ 


المؤسسة العامة للطباعة 


الى ا او ار 
”ا 
وزارة التربيّة 


المركز الوطني لتطوير المنا هيم التربوية 





لى لى 
الرياضيات 
الجزء الأول 


الصف الثانى الثاني العلمى 


العام الدمرا - ۲۰ م 


لكي لسعو ۷ 
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- المركز الوطني لتطوير المناهج التربوية 





حتوق اللأليف والنّشر محنوظة 


لوزارة التربية في الجمهورة العربية السورية 


حقوق الطبع والوزيع محفوظة 


المؤسسة العامة للطباعة 


أ.د. عمران قوبا ميكائيل الحمود أيشوع اسحق 


د. خالد حلاوة عيسى عثمان بسام بركات 
مروان بركة عصام علي زياد بيطار 
الأستاذ الدكتور عمران قوبا 


ع1 لذ 








خطة توزيع منباج الرياضيات 


يخصص ثلاث حصص أسبوعياً لكتاب الرياضيات الجزء الأول إضافة إلى وحدة الإحصاء من الجزء الثاني 








© دراسة جهة اطراد تابع 
© كثيرات الحدود 
© مشتقات التوابع المألوفة 


الاشتقاقية 


0 المشتق والاطراد والقيم 
الحدية محلياً 





مسائل: لنتعلم البحث 


© حل المعادلة 
ا 


امتحان الفصل الأول - العطلة الانتصافية 


© مبرهنات النهايات 


0 تعريف المتتالية 
© المتتاليات المتزايدة» 
والمتتاليات المتناقصة 


مسائل: لنتعلم الببحث 





© التوابع كثيرات الحدود 
وبعض التوابع الكسرية 


© اللات اة 


مسائل: قُدُماً إلى لأمام 


مسائل: قُدُماً إلى لأمام 








© اطراد تابع 
© التوابع المرحعية 


مسائل: قُدُماً إلى لأمام 


مال تنما ل م 


مسائل: لنتعلم البحث 


© المتتاليات الهندسية 


0 المتوسط الحسابي 
والانحراف المعياري 





0 العدد المشتق 
© تطبيقات الاشتقاق 


0 المشتق والاطراد والقيم الحدية 
0 


مسائل: قُدُماً إلى لأمام 


0© نحاية تابع في 00ل 


مسائل: قُدُماً إلى لأمام 


© التغاير ومعامل الارتباط 


@ مستقيم الاربجاع 



































و ك 0 


مهدمه 





يأتي منهاجُ الرياضيات في الصّف الثاني التانوي العلمي مُتمماً لمنهاج الرياضيات في الصّف 
الأول الثّانوي الذي جرى إعدادًه في المركز الوطنيّ لتطويرٍ المناهج التربوية وفق المعايير الوطنية؛ 
مُعتمداً في بنائه على التراكم الحلزونيّ للمفاهيم والمهارات وتكاملهاء إِذْ تتطور المفاهيم والمهارات في بناءِ 
مترابط» فثقرّن المعارففُ بالحياة العمليّة وتْقدمْ المادّهُ العلمية بطرائق سهلة ومتنوعة ومدعّمة بمواقف حياتيّة 
وتتكامل مع المواد الدّراسيّة الأخرى. 
يشتمل الكتاب على خمس وحداتِ يضم کل منها عدداً من الدروس. ونجِدُ في كلّ وحدة عدداً من 
الفقرات المميّزة التي نُجْمِلُها فيما يأتي: 
ه المقدمة: وهي مقدّمة تحفيزيّة تهدف إلى تنمية اتجاهاتٍ إيجابية نحو الرياضيات واحترام ما 
قدمّه العلماء من إسهامات في ميادين العلوم المختلفة. 
ه٠‏ انطلاقة نشطة: تهدف إلى تعزير المهارات الأساسية التي يحتاجها المتعلّم في هذه الوحدة 
والإضناءة على مفاهيمها. 
ه أمثلةٌ: وهي في أغلب الأحيان تعرض حلولاً نموذجية جرى صوغها صياغة لغوية سليمة 
وبأسلوب منهجي علمي لتكوّن نماذجَ يجبُْ اتباعها عند حل الأنشطة والتدريبات والمسائل. 
ه أخطاءٌ يجبُ تجنُبّها: حيث جرت الإشارة إلى الكثير من الأخطاء الشائعة التي يقع فيها الطلاب 
عادة» أو المفاهيم التي يستعملها الطلاب في غير مكانهاء أو بأسلوب منقوص. 


منعكساتٌ يجب امتلاكّها: وهي فقرةٌ يجري فيها التنوية إلى قضايا ومفاهيمَ أساسيّة في الوحدة 
حيث تُعادٌ صياغتثها بأسلوب مختصر ومبسّط متضمنة إرشاداتِ على كيفية استعمالها في أمثلة 
توضيحية. 

ه لنتعلّم البحث: وهي فقرة تدرب المتعلّم على طرائق حل المشكلات وتشجّع التعلّم الذاتيّ عن 
طريق تزويد الطالب بمنهجية التفكير الاستقصائي وَجَعْلِهِ يطرح على نفسه الأسئلة الصحيحة 
بهدف الوصول إلى حلول المسائل ثُمّ صياغة هذه الحلول بلغة سليمة. 

ه دما إلى الأمام: وهي تمارين ومسائل متنوعة ومتدرجة في صعوبتها تشمل في بعض الأحيان 
مواقف حياتية تتيحٌ للمُتعلم فرص تعلم كثيرة وتعزز مهارات حل المسائل والتفكير الناقد لديه. 
وهكذا كانت الوحدة الأولى المتعلقة بالعموميّات على التوابع متمّمة لوحدة التوابع في كتاب 

الصف الأول الثّانوي. 


وجرى تقديم بحث الاشتقاق إلى الوحدة الثانية نظراً إلى أهمية هذا البحث في فهم العديد من 
موضوعات الفيزياء والكيمياء» وليكون تمهيداً لبحث النهايات الذي يجد الطلاب بوجه عام صعوبة في 


استيعابه عند عرضه للمرة الأولى. 


ثم تأتي الوحدة الثالثة لتضم عدداً من تطبيقات الاشتقاق في دراسة اطراد التوابع البسيطة وفي 


تعيين القيم الحديّة محلياً والتمهيد لدراسة التوابع. 


وندرس في الوحدة الرابعة مفهوم نهاية التابع ويستفيد الطالب من الخبرات السابقة لتطبيق ما 


تعلّمه في دراسة التوابع البسيطة. 


وأخيراً نصل الى الوحدة الخامسة لندرسن فيها مفهوماً فائق الأهمية هو مفهوم المتتالية» وندرس 
اطرادها ونهايتها عند التقارب» وندرس بوجه خاص الأنواع الشهيرة من المتتاليات مثل المتتاليات 


الحسابية والهندسية. 
ُو الكتابُ أيضاً بمجموعة من نماذج اختبارات تشمل جميع مفاهيم الكتاب. وجرى فيها تنويخ 
طرائق عرض الأسئلة» وتضمينُ تمارينَ متدرجة في المستوى لتمكَنَ المتعلّمين من حلّها تبعاً لمستوياتِ 


تحصيلهم. نرجو أن تكون هذه النماذج عوناً للمدرّس في بناء نماذج مشابهة» تساعده في قياس مدى 
تحقيقه للأهداف التعليمية المطلوبة. 





وهنا نريد التأكيد على أنّ تحقيق الأهداف المرجوة من الكتاب في تنمية مهارات التفكير المختلفة 
وخاصة مهارات التفكير الناقد والتفكير الإبداعي» يتطلب من المدرّس أن يؤدي دور المُيسر والموجّه 
للعملية التعلّمية» فيطرح التساؤلات المُناسبةء ويختار المناسب من الأمثلة» ويرتب الأفكار ترتيباً منطقباًء 


ويوجه ممهداً الطريق لحل المسائل» ويصوغ الحلول صياغة لغوية سليمة على السبّورة. 

وفي النهاية» نريد أن نتوجّه بالشكر إلى عدد من الزملاء الذين قدموا إلينا أشكالاً مختلفة من 
المساعدة» فمنهم من أبدى ملاحظاته على المسودات الأولى من الوحدات» ومنهم من حل المسائل أو 
تحقق من صحتهاء ومنهم من ساهم في إعادة صياغة بعض الفقرات» ونخص بالذكر الدكتور نبيه عودة 


والأستاذ فارس أبو صالح والأستاذ حبيب عيسى. 


وأخيراً نأمل من زملائنا مدرّسين وطلأباً الإسهام معنا في إنجاح هذه التجربة الجديدة وتزويدنا 


بمقترحاتهم البتّاءة المتعلقة بهذا الكتاب متعاونين معاً لتطوير الكتاب المدرسي باستمرار. 


المُعذون 


1 الخط البياني الممثل لتابع 000 0 000 30 
1 جهة الاطراد #1 #1 o‏ 


25 جمع كثيرات الحدود وضربها ESE RE SS‏ متف دجن ف ERE eA DRDO SOE‏ قاط ساف فتاه افد e ASE‏ 
5 القسمة الإقليدية لكثيرات الحدود LL‏ 


© ال“شتقاق 


(العدف الق ا ا ا اا ا ا ا E‏ 
1 نهاية تابع عند الصفر ا ا ا ااا ااا 00 


1 التابع الاشتقاقي عند نقطة» العدد المشتق 0 
2. بعض تطبيقات الاشتقاق عند نقطة aT‏ 0 
2 المماس لخط بياني ل 
2 التقريب التآلفي المحلي O‏ 
3. مشتقات التوابع المألوفة O O E E‏ 
3 التابع المشتق E O ER‏ 
3 التوابع المشتقة لبعض التوابع المألوفة EO OE‏ 





4 مشتق مجموع تابعين 00 
4 مشتق جداء ضرب تابعين اا 0000000 
4 مشتق مقلوب تابع ا 0 0 1000 
4 مشتق خارج قسمة تابعين ب ا ل ل ل لك 
4 مشتق التابع (6 + :02),ه جا بخ 1110 
5. الخلاصة ا 
شاط .1 إنشاع.ممناساتك هتنا اا ا 00 
نشاط 2. الوضع النسبي لخط بياني ومماساته O‏ 
تمرينات ومسائل aE SEE‏ ااا OSes SEEN‏ 
@ طبيقاتالاشتقَاف 75 
1. المشتق والاطراد والقيم الحذية 011011710000000[ 
1 اطراد تابع ا 

1 القيم الحدّيةً o SS‏ 
1 الحد الراجح والحد القاصر معد بود لمن و لان لمر و او لا العم ا ا Us‏ 

2 حل المعادلة 0 = (:ه)/ ا 
2 توضّع الحلول وأهميّة الفرضيّات 0 
شاط 1 التمتاحة الأعظمية e‏ اود و و و د 
نشاط 2. الحجم الأصغري والحجم الأعظمي ا 0 
نشاط 3. أقصر ملم 10000078 
نشاط 4. واجهة عتبة ضعيفة الميل الاب اله اسوك لاوا ووم الصو لط و ا د 
تمرينات ومسائل E a A EGE RA E E E E aa‏ 


1. نهاية تابع عند اللانهاية الموجبة NEE‏ اا[ 0000 
1 النهاية 0+ عند 0ه-+» والنهاية 00- عند 00+ O‏ 10010 
1 النهاية عددٌ حقيقي £ عند ٠+٥0‏ المقارب الأفقي LOE e e‏ 
2. نهاية تابع عند اللانهاية السالبة ا ا O O‏ 
2 النهاية +٥6‏ عند ٠-٥6‏ والنهاية 0©0- عند 0م مان لشو بالق لاعت ا LORS SESS‏ 
2 النهاية عددٌ حقيقي € عند 0ه-», المقارب الأفقي الس ع ا لبود م مو بي ا ع LO‏ 
3. نهاية تابع عند نقطة O‏ 1 
3 النهاية مه+ أو 0©ه- عند ي٠‏ المقارب الشاقولي 1[ 0000 
3 النهاية عند ۾ هي عددٌ حقيقي £ 9و 1 
4. مبرهنات النهايات اال سس ا ل ل امم ا ا ا ا ا 1 
4 نهاية المجموع E‏ 
4 نهاية الجداء ا ا اا اا ا ااا ا ا E‏ 


4 أشكال عدم التعيين yy‏ 
5. دراسة توابع كثيرات الحدود والتوابع الكسرية lee‏ 
5 نهاية كثيرات الحدود عند 00+ وعند 00 LESSEE SSE‏ 
5 نهاية تابع كسري عند ٥0‏ وعند 00- Lb O O E OO E‏ 
5 المقارب المائل Ll E O O‏ 
نشاط 1. ثلاتيّات الحدود من الدرجة الثانية LESSEE‏ 
نشاط 2. التوابع الهوموغرافيّة O a‏ 00 
نشاط 3. دراسة تابع ا 00000000 
نشاط 4. جماعة من المنحنيات E E‏ 
تمرينات ومسائل n‏ 


1. تعريف المتتالية yS‏ 
2. المتتاليات المتزايدة والمتتاليات المتناقصة 10000000000000 
3. المتتاليات الحسابيّة OTE RD RD‏ 
4. المتتاليات الهندسيّة yS‏ 
5. مجموع حدود متوالية لمتتالية ما ا ا 51 
5 المتتاليات الحسابية 0000000000 10000 
5 المتتاليات الهندسيّة ا 00 
6. تقارب المتتاليات 003 LOREEN‏ 
6 دراسة تقارب متتالية REE‏ الع بو وو بل بو ل 
6 نهاية متتالية معرّفة بصيغة من الشكل (۸) = رس ا ا E‏ 
6 التقارب والعمليات الجبرية 0 
6 نهاية متتالية هندسيّة E E oy‏ 
نشاط 1 المتتاليات المعرّفة بالتدريج: حالة التابع ”ج جم بي مداه حايية لود شاي اع e‏ 
نشاط 2 المتتاليات المعرّفة بالتدريج: حالة التابع التآلفي 8 + :م جام بم ست ل ا تر الا ا لل 
نشاط 3 المتتاليات المعرّفة بالتدريج: الحالة العامة للتابع التآلفي 10000008 
تمرينات ومسائل Oana ina RES SR eS‏ 
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عموميات التوابع 


© اطراد تاع 

© ترام المرجعية 

©© عمليات على التواع 
56 دمراسة جهة اطراد تامع 
© کرات الحدود 


يحتل الرياضياتي والفيلسوف الألماني غوتفريد فون 
Gotfried von Leibniz jil‏ )1716-1646( 
موقعاً ممأ في تارج الرياضيات والفلسفة في آن معا. 
ويعتقد العديد من الباحتين أنه أ 0000000007 
والتكامل على نحو مستقل عن إسحاق نيوتن» وما تزال > 
الترميزات التي أدخلها (مثل رمز التكامل | ) تستعمل e‏ 
في العديد من فروع الرياضيات. وكان لايبنتز أكثر الخترعين إتتاجا في مجال 
الحاسبات الميكانيكيةء عندما عمل عل طر ارلا ا 
0 
موجودة في عصر لايبنتز» ولكنه كان اول من استعمل هذا المفهوم في عام 1692 
للتعبير عن عدد من المفاهيم الهندسية المتعلقة بالخطوط البيانيةء مثل الفاصلة 
والترتيب والماس والوتر والناظمء وفي القرن الثامن عشر فقد التابع صلته هذه 
المفاهيم الهندسية ليصبح E‏ 

ما اول مَنْ كتب الرمز (0)/ للدلالة على تابع / 
مطبّق على قهة ‏ فقد كان الرياضياق والفيزيائي 
السو بسري و نارد أو يأر Leonhard Euler‏ 
(1783-1707)» الني كان م 0000000 
الترميزات الحديثة للتوابع المثلثية» ولأساس اللغاريتم اع 
الطبيى 8 ليونارد أويلر 











عموميات عن الموابع 


تعرّفت» في الصف الأول الثانوي» عدداً من التوابع المرجعية (المألوفة)» وتعرفت صفات بعضها. 
نصادف» عند التطبيق» توابع بصيغة مجموع توابع مألوفة» أو جداء ضربها. 

فالتابع »لہ + 2ه ا به هو مجموع التابعين و باج و ولډ جاي. 

والتابع »لہ ب ي هو جداء ضرب التابعين به جرم و بأد جرجع. 
غالباً ما يحتفظ مجموع تابعين» أو جداء ضربهماء ببعض خواص هذين التابعين» كما هو حال التابع 
هله + 2ه + نهء فهو متزايدٌ على المجال |0ه+ ,0] = 7 لأته مجموع تابعين متزايدين على 1. 
إن موضوع هذه الوحدة هو تعريف العمليات على التوابع ودراسة جهة اطرادها في بعض الحالات. 
© اطراد تابع 
1.. مجموعة تعر اللابع 
نرمز عموماً إلى مجموعة تعريف تابع / بالرمز ,2» وإلى خطه البياني بالرمز ,0. إذا كان / تابعاً 
وكانت ,1 مجموعة تعريفه» عندئذ يقرن التابغ /» بكلّ عددٍ » من ,2 » عدداً حقيقياً واحداً نرمز إليه 
بالرمز (5)/ . نقول إِنْ ()7/ هي صورة ‏ وفق /. 
تعطى أحياناً صيغة التابع دون الإشارة إلى مجموعة تعريفه. في هذه الحالة» تتكرّن مجموعة تعريفه من 


جميع الأعداد الحقيقية ‏ التي يمكن عندها حساب (0)/ . فمثلاً رأينا في الصف الأوّل الثانوي أنّ 

















مجموعة ريف التابع للد = زمار بام هي [2-] ١‏ » وكل من التابعين1 + :2 = (2)/ جا به 
و 1+ 2ل = (نه)و جاه معرف على 19. 
1 الخط البياني الممثل لاع 


ليكن / تابعاً معرفاً على مجموعة (. e‏ 

الخط البياني للتابع / في مستو منسوب إلى مَعْلَّم معطى؛ هو مجموعة 
النقاط ((1)2,/)2 عندما تتحوّل ± في 7. فقولنا: «تنتمي النقطة 
(و ,»)1 إلى الخط البياني للتابع / » يكافئ قولنا: «تنتمي + إلى 1 و ()/ = ل». 

٠‏ نقول إِنّ ()/ = ن هي معادلة لهذا الخط في المستوي المنسوب إلى المَعْلم المُعطى. 

٠‏ تفيد معادلة خط بيانيّ في معرفة إذا كانت نقطةٌ ما 1 تنتمي إلى هذا الخط أو لا تنتمي إليه. 


6 





3 














1 . جهة الاطراد 
٠‏ قولنا إنّ التابع / متزايدٌ تماماً على مجالٍ 7» يعني أنّه مهما كان العددان » وه من المجال 1ء 


فإِنٌ الشرط ٠‏ > » يقتضي (0)ثر > (00)/ . 
٠‏ نعرّف بأسلوب مماثل التابع المتناقص تماماً بالاقتضاء: 


ا > :ا يقتضي (0) < ()/ . 





تاب متناقص تمامآ 





٠‏ إذا استبدلنا المتراجحة (0)/ > (0)/ بالمتراجحة التامّة (0)/ > (0)/ في تعريف التابع المتزايد تماماً 
حصلنا على تعريف التابع المتزايد» وكذلك إذا استبدلنا المتراجحة (0)/ < (0)/ بالمتراجحة التامّة 
(0)/ < (0)/ في تعريف التابع المتناقص تماماً حصلنا على تعريف التابع المتناقص. 

» نقول إنّ تابعاً مطردٌ على مجال ٠1‏ إذا كان متزايداً على هذا المجال أو متناقصاً عليه. 


9 يمكن لتابع ألا يكون مطرداً على مجال. 


لك ين : نستفيد من التمثيل البياني لتابع؟ 


ليكن/ تابعاً معرفاً على المجال [3,4-]ء وليكن ,0 خطه البياني المبيّن 
في الشكل المجاور. 
1. استفد من الخط البياني للإجابة عن الأسئلة الآتية: 
ه. نظم جدولاً اطراد للتابع ‏ على المجال [3,4-]. 
ا. ما هي حلول المعادلة 0 = ()/؟ 
». ما هي مجموعة قيم ‏ التي تحقق المتراجحة 0 < ()/ ؟ 
2. ما عدد حلول المعادلة 3 = (26)/ ؟ 
3. ليكن +7 عدداً حقيقيّاً معطى ناقش تبعاً لقيم 7 عدد حلول المعادلة "= (2)/. 
ادرس كلا من الحلات الآتية 2- = بيب 0 > , > 2-› 2.5 > m > 4 20 > m‏ > 2.5« 





.m = 4 


EI 





1... عندما يكون الخط البياني هابطاً على مجال (من اليسار إلى اليمين) يكون التابع متناقصاًء وعندما 
يكون الخط البياني صاعداً على مجال يكون التابع متزايداً. ومنه جدول الاطراد الآتي 


01 


"| 


4 3 0 8ح | ضر 
40> 4 حر 2= f25 x‏ 








لخاد خلول المعادثة :0 = مء خلينا إيجاد قاط المخحني ع التى تریب كل متها يساوي ٠:0‏ 
نتأمل إذن المستقيم الذي معادلته 0 = ن٠‏ فنرى أنه يقطع ,© في ثلاث نقاط فواصلها هي الحلول 
التي نبحث عنها. إِنّ مجموعة الحلول هي (2,2,4-) = &. 


لإيجاد حلول المتراجحة 0 < 0)/» نبحث عن نقاط ,0 التي تراتيبها أكبر أو تساوي 0» أي 
تلك التي تقع على محور الفواصل الذي معادلته 0 = ي أو فوقه. ومن ثَمّ فإنَ مجموعة حلول 
المتراجحة هي [2,4] لا [2-,3-] = 5. 


يؤول حل المعادلة 3 = (»)» إلى البحث عن نقاط الخط البياني التي ترتيب كل منها يساوي 
3. لذلك نرسم المستقيم الذي معادلته 3 = ي (فيتقاطع) مع الخط البياني في نقطتين إذن هناك 
حلأن للمعادلة 3 = (ي). 


نتبع الأسلوب نفسهء علينا البحث عن عدد النقاط المشتركة بين الخط البياني والمستقيم 4 الذي 
معادلته + = ن. عندما تتحول ٠‏ يبقى المستقيم 4 موازياً محور الفواصل. 


نجعل إذن هذا المستقيم يتحوّل موازياً محور الفواصل» ونسجّل ,رك عدد نقاط تقاطعه مع الخط 
البياني» أي عدد حلول المعادلة لنجد : 





أ دريسنا هنا مثالاً عن تابع غير متايٍ وغير متتاقص على مجالٍ 7 . إِنّ نفي «/ متزايدٌ على 1» 


إذن ليس «/ متناقصل على 7» بل « / ليس منزايداً على .«I‏ 


ل 




















هذ تسريه 


© بيّن في الحالات الآتية ما إذا كانت النقطة المعطاة (2:,17) 14 تقع على الخط البياني للتابع / : 


© 5- مهل ثب = M(-1,-6) © f(a)‏ 
كك 

M(0,-1) © رهاز‎ - e 

M(-16) © f(z) = |2 - 3| © 


M (1,0) © M(2,3) © 
M (1,1) © M(2;-4) © 
M (11) © M(3,-3) © 


© عيّن في الحالات الآتية الإحداثي المفقود إذا علمت أنّ النقطة المعطاة 1 تقع على الخط البياني 











Mle). © f(a) = a - 4: +1 ©‏ 
Me) O f(2) = 2-1 ©‏ 
© عيّن مجموعة تعريف التوابع الآتية: 
8 41ھ _- 
5 رج - (ما/ 9 (1- N‏ =( 
z +1 2 +5‏ 
0 © 
و + ذه ها 4= 0 
© 2د جل = f(z)‏ © #4 ح وله ح gz)‏ 








8 ف الشكل انرم جافا :6 هن انخط البياتي قاع # غ المجال ا 


4. استفذ من الشكل للإجابة عن الأسئلة الآتية. 


ه. ما هي على التوالي صُوَرُ الأعداد 2- و1- و2 ؟ 


ما حلول المعائلة 0 د ونم ؟ 
©. ما حلول المتراجحة 0 < (م)/ ؟ 


. ما عدد حلول المعادلة 3 = (4)/» أعط قيماً تقريبيّة لهذه الحلول؟ 


ع. أعد السؤال السابق في حالة 4 = ()/ . 





7 نرمز إلى نقاط م0 التي فواصلها 1- و 0 و 3 على التوالي بالرموز 4 و 8 و ©. 


0. أثبت وقوع 4 و 8 و © على استقامة واحدة. 
7. اكتب معادلة المستقيم 40 ). 


6. استنتج مما سبق وبالاستفادة من الشكل حل المتراجحة * - 3 < (2)/ . 
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© توابع المرجعية 








فيما يأتي جدول يذكّر بالتوابع المرجعية (المألوفة) التي درست في الصف الأول الثانوي. 








» م متناقصٌ تماماً على [0,0ه-[» 
ومتزايدٌ تماماً على ]5+ ,0]. 

- إذا كان u > uv‏ > 0 كان uv‏ > ذن. 
- إذا كان 0 > u > uv‏ كان u‏ < ں۔ 
» الخط البياني قطعٌ مكافئ رأسه 0 . 


* / متناقصٌ تماماً على كل من المجالين 
]6.0ه-][ و .]0,+oo[‏ 


a E0 وم‎ = 
1 1 


- إذا كان 0 ٠>‏ > :» كان 2 < . 


u 
الخط البياني قطع زائد.‎ » 
م متزايدٌ تماماً على ]0ه+,0].‎ * 


إذا كان u > uv‏ > 0 کان الہ > سلد. 


» م متناقصل تماماً على [0,0ه-[» 
ومتزايدٌ تماماً على ]مه-+,0]. 


تابعان دوريّان دورهما 25 . وهذا يعني أنه 
مهما يكن العدد الحقيقي » يكن 


©05 2ه)‎ + 2r) = cost 


sin (xz + 2r) = sin 2: 





























و كي نتعزاف التابع الزوجي والتابع الفردي؟ 


3 جح ع ٠.‏ 


واضحٌ أنه» أَياً كان العدد الحقيقي :» كان 
للنقطتين 74 و 14 من 2 » اللتين فاصلتاهما 
:2 وو الترتيب دسج نفسه. فهما متناظرتان 
بالنسبة إلى محور التراتيب. نقول إن التابع 


تع باج : /ء تابع زوجي 


بوجه عام 


© قولنا إِنّ التابع / تابع زوجي يعني أنه 
مهما تكن من ,(» يكن - عنصراً من 


,2 أيضاء ويكن ()/ = (#)/ . 


وعندئذ» في معلم متعامد»› يكون الخط البياني 
للتابع / متناظراً بالنسبة إلى محور التراتيب. 


© وكذلك نرى أنّ المبدأ هو مركز تناظر 


1 5 1 
القطع الزاد الذى معادلته = د ن. 
لقطع الزائد 71 ي د 0 1 


واضحٌ أنه» أيَاً كان العدد الحقيقي غير المعدوم 
»» كان للنقطتين 14 و “11 من ٠٨‏ اللتين 
متناظرتان بالنسبة إلى المبدأ. نقول إنّ التابع 


© قولنا إِنَ التابع / تابع فرديّ يعني أنّه مهما 
تكن ± من ,2» يكن »- عنصراً من ,72 


أيضأء ويكن (م)/- = (ه)مر. 


وعندئذ يكون الخط البياني للتابع / متناظراً 


بالنسبة إلى المبدأ 0. 








> كان شرط تناظر المجموعة ,2 أي «إذا كان :ه 








9 إذا كانت مجموعة تعريف التابع هي + 


ختصيرا هن ‘Dr‏ کان > ضر ھن ,2 » محققاً ولا حاجة للتوثق من ذلك. 
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» التابع :هوم جا ى تابع زوجي لأنه أياً كان ±» كان تومه = (ه-)وم . 

٠‏ التابع :دنه ب ى تابعٌ فردي لأنه» أياً كان ء كان (#)صنة- = (ه-)مزة. 

.|-#| = || التابع || به تابغ زوجي لأند؛ أياً كان مء كان‎ ٠ 

٠‏ ليس التابع »لہ ب نه زوجياً ولا فردياً لأنَ مجموعة تعريفه مه + 0] = 7 ليست متناظرة. 


كيف اندر زوجي ا 


ادرس زوجيّة التابعين / و و المعرّفين على 12 بالعلاقتين: 
د + f(z) = a”‏ و ”2 + 1لحه = )9(2 











الخلا 

* ثم معرف على »و 0= (1-)/ = 2 = ()/ فالتابع ۶ ليس زوجياً وكذلك (1-)/ر- = (1)/ 
فالتابع ليس فردياً أيضاً. 

: و معرف على # وأا كان » من 1 كان‎ ٠ 


()و- = 1+ 2ہ - = 1+ (±-)/(-) = (وحاو 




















هذ تدرب 


© بيّن أي المنحنيات الآتية هو خط بيانيٌ لتابع زوجي وأي منها خط بيانيٌ لتابع فردي: 
© ادرس زوجيّة كل من التوابع المعطاة كما يأتي: 


h(a) = وح ثم‎ © 9)») = |22| © f )2( = — O © 
h(z) = cosz+ sins © g(z) = tanz © f(x) = zsinz 02 © 


(Zz) = Va © 9)2( = 2 © f)»( = az O © 
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© عمليات على التوابع 
3 . عمليات جبربة على التوابع 


قبل تعريف العمليات الجبرية على التوابعء لنعرّف التساوي بين تابعين. نقول إنّ تابعين / و و متساويان 
تعريفاًء ونكتب و = » إذا كان لهذين التابعين مجموعة التعريف 7 نفسهاء وكان (0)0 = (2)/ أي 
كان :د من (1. 

ليكن التابعان / و و. عندما تنتمي » إلى ,2 و ,2 في آنِ معاء يكون للعدد » صورة (#) وفق 
وصورة (2)و وفق و. نعرّف العمليات الجبرية (الجمع والضرب...) على التابعين / و و انطلاقاً 
من العمليّات الموافقة على الأعداد ()/ و (9)2. 





Df NPD,‏ ع نه 











J9‏ (نهاو(ه)]/ حابم 
EOE DD a 1‏ 
9 )س( 


3.. تركيب التوابع 


التعبير عن المسافة بدلالة 4. 


في الشكل المجاورء المَعْلّم متجانس» ووحدة قياس الطول هي 
الكيلومتر. تمثّل النقطة (2-,2)0 قرية تقع على مسافة 210 من 
المحطة 0. تتحرك العربة 8 على «السكة» الممثلة بمحور الفواصل. 
نرمز بالرمز » إلى التابع الذي يعطي » فاصلة ٠8‏ بدلالة الزمن 7 
مُقاساً بالساعة: 204 = (4)» = * (في اللحظة 0 = 4»: كانت 8 في 0). 





1. من الواضح أنه بالإمكان حساب ن بدلالة . نرمز بالرمز / إلى التابع ي ب . تيقن أن 


أنه + 4ل = (نه)ز . 


u f 
وا كان + قايعاً للمككول توان ر تاا للمكتحوك هة أمكننا فقيل الحالة راوج‎ 


الط الاو ا 


© 

















3. نرى أننا ننتقل من + إلى ب بواسطة تابع . ولأنّ (1)» = ± و ()/ = ب استنتجنا من ذلك أنّ 
(0))/ = ن. وعليه فالتابع ۸ هو التابع (0)0)/ + + أو ()0)/ = ()7. 
4. توتّق أن 400/2 + 4/ = (۸)4. 


دوه م 
8 ° 


نقول إنّ ۸ هو ناتج تركيب التابعين » « ثُمَ » /. نرمز إلى هذا التابع بالرمز 5 / ونكتب 
وه 27 حيث ((]ل)ر = زقاباء 


ری 
ليكن التابعان / و و. التابع f‏ ه و (ويُقرأ 0 و» أو « و دائرة )»f‏ هو التابع المعرف 
بالعلاقة ((5)/)و = ()(/ 5 و). 








كلل يعن التابع المعرف على 1 بالعلاقة 2 -* = ()/» وليكن و التابع المعرف على 
]مه+,0] بالعلاقة :لہ = ()وء عندئذ نستبدل» في العلاقة مله = (ت)وء المقدار ()/ 


بالمتحول #ء فنجد 2- 2ا = (2)ر/. = ((2)م)و. إذن مر هو هو التابع 2 -ه/ه جانه 
المعرف على +oo|‏ ,2[. 

9 ليس للكتابة (()/)و = (5)(/ 05) معنى إلا إذا انتمى العدذ # إلى ,2ء وكان (2)/ 
عتصيرا فن 10 


إذن تتألف مجموعة تعريف ه و» من جميع الأعداد ‏ من ,2 التي تجعل ()/ عنصراً من ,72. 
ونرى بأسلوب ممائلء أن وه هو التابع المعرف بالعلاقة (()9)// = (59()2/). عموماً 
f‏ هو عد وه . فإذا كان / و و التابعين الواردين في المثال السابق» كان 

=e =2‏ عله ارد ززنوا = o‏ 


وهو معّف على +oo|‏ ,0[. 
وه كيف نفهم معنى الرموز عند العمليّات الجبريّة؟ 
يدل الرمز (»)(و + ) على العدد ()و + ()/ . ويدل الرمز ()(0/) على العدد (2)و × (2)/ . ويدل 


الرمز | 4 | على العدد 1 
9 )ك( 
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© ليكن ؛» التابع المعرف على ]مه + ,0] بالعلاقة لہ + » = ():. يمكننا أن نكتت و+ u» = f‏ 
وقد عرفنا 2 = f)(‏ و 2لا = (ت)و. 
© ليكن « التابع المعرف على ]0,+٥0]‏ بالعلاقة /هنه = (0)5. يمكننا أن نكتت 9 = 0 وقد 
عرّفنا » = ()/ و هله = (ت)و. 
© ليكن / و و التابعين المعرّفين وفق 1+ د = (ماترء ول = ()و (0 = ). وليكن ۸ التابع 
/< ثْمَ »وء أي f‏ هو مع (2)/)و = (#)اء وكذلك 8 التابع و« ثم »f»‏ أي وهثرء مع 
(())/ = (2). احسب (5)/ و ()6. مبيّناً في كلّ حالة مجموعة قيم » التي تجعل الحساب 
© / وو هما التابعان المعرفان بالعبارتين الآتيتين: 
«()/ هو الجذر التربيعي لمجموع 1 و »» و«(9)5 هو مجموع 1 والجذر التربيعي للعدد :ه». 
0. اكتب باستعمال الرموز صيغة ()/ و (9)5» وعيّن مجموعة تعريف كل منهما. 
7. اكتب كلا من التابعين / و و بصيغة مركب تابعين يطلب تعيينهما. 
وض كيف نفهم معني الرمز (()9)2؟ 
في حالة تابع و» يدل الرمز ()0 على صورة العدد :ه وفق و. لحساب صورة عددٍء نستبدل في 
علاقة (#م)وء هذا العدد بالرمز . 
فمثلاً في حالة التابع 1+ :3 جا نه : وء صورة س4 هي 1+ 12 = 1+ سك × 3 = (س4)و. 
وبالمثل» يدل الرمز ((#)/)و على صورة (#)/ وفق وء ونحصل عليها باستبدال (»)/ بالرمز » 
في علاقة (م)وء 1+ (5)/ × 3 = (()/)و. (بالطبع يجب التوتّق من انتماء (»)/ إلى ,2). 


حساب التوابع المركبة 


3 1 
ليكن / و و التابعين المعرفين بالعلاقتين: 1+ 2ه = ()/ و == (2)و. 


42 
1. احسب ()(/ 5 و) وعين مجموعة قيم 5 التي يكون عندها هذا الحساب ممكناً» أي مجموعة 
تعريف f‏ ہ و. 
2. أعد السؤال في حالة وه /. 


دسب ()/ عندما هو =" » نستبدل («)/ بكل ‏ في عبارة (#)و. بعد اتوق من 


انتماء ()/ إلى ,(1. 
6 




















1. 1+ 2ه = (هم)رء يمكن حساب (#)/» أَياً كان » من 1» إذن 12 = م2 . أمّا + - :»و فيمكن 


حسابه عندما 0 ± 2ء إذن }8)0 = ,(1. 
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f)e((‏ )و < f)e(‏ جام 
لحساب ((0)/)5» يلزم ويكفي ألا ينعدم ()”,ء ولكن أياً كان » من #» فإنَ ()/ لا ينعدم. إذن 
مجموعة تعريف f‏ ه٠9‏ هي 1. 

لحساب ((9)7/)5» نستبدل (5)/ بالمتحوّل + في عبارة (0)2» فنجد: 
كب = ب = ه60 
2. في حالة وه /ء نبدأ بالتابع وء إذن يجب البدء بأخذ » من(40١18‏ = ,2. ولان 12 = ,2ء 
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يمكننا المتابعة دون شرط إضافي. إذن 59 / معرّف على (15010» ولدينا 








2 
1 1 
+1--2+1 


42 7 








نلاحظ أنّ fog‏ ع« .gof‏ 


© التابعان f‏ وو معرّفان وفق 3 - :2 + 2ه = ()/ و1- ”4 = (»)و. أوجد مجموعة تعريف 
کل من f‏ و و وو + / وول ثم احسب (2)(و + ) و (2)(و/). 

© التابعان / وو معرفان وفق 4-1 + 2 - (م)ر و-3+ :2 = (#)و. ما هي مجموعة 
تعريف و + ؟ احسب (نه)(9 + ). 

© احسب في الحالات التالية كلآ من (»)(/ ٥‏ و) و (»)(و 5 /) بعد تعيين مجموعة تعريف كلّ من 


.fogggofsggs f 





E) =D 9)2) = :د‎ .1 

f(z) = 32-1 gz) =2 +1 .2 

3. 1- :2= رجاو كته = f(a)‏ 

f(z») = 2: +3, ()و‎ 4 
1 

5 3% = (نه)و e‏ = (نه) 















































© دراسة جهةّ اطراد تابع 


07 هُبِرهَنة 1 

. 7 مجموع تابعين متزايدين تماماً على مجال 7 هو تابعٌ متزايد تماماً على‎ ٠ 

.1 مجموع تابعين متناقصين تماماً على مجال 1 هو تابعٌ متناقص تماماً على‎ ٠ 
لیکن 0 و5 عددين من 7 يحققان 0 > ه. إذا كان / و و تابعين متزايدين على 7 » كان‎ 

g(a) < و (6)و‎ f(a) < f(0) 
بجمع المتراجحتين السابقتين طرفاً إلى طرف» نجد‎ 
f(a) + g(a) < f(D) + 9(0) 

أي 


(0)(و + (f‏ > زم)زو + (f‏ 
وهذا إثباث أنَ و + / متزايدٌ تماماً على 1 . 
وثبرهن بأسلوب ممائل الحالة التي يكون فيها / و و متناقصين تماماً. 


4. جهة اطراد »۸ 


« في حالة 0 < <» تكون جهتا تغيّر التابعين » و »× متماثئلتين على 1. 
ء في حالة 0 > <» تكون جهتا تغيّر التابعين » و ٠»‏ متعاكستين على 1. 


لنكتب الإثبات في حالة 0 > <«» و؛ متزايد تماماً على 7. وعلينا إثبات أن < متناقص تماماً 
على 1 . 


نتأمّل » و5 من 7 يحققان 0 > ۾. ولأنّ » متزايدٌ تماماًء كان (0)» > (0): وعند ضرب طرفي هذه 
المتراجحة بالعدد السالب × نجد (05)< < (0)<. وهذا إثباث ما طلِب. 
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4 . جهة اطراد ناتج تركيب تابعين 


7@ مُبرهَنة 3 
ليكن / وو تابعين مطردين تماماًء وليكن 7 مجالاً محتوىَ في ,(› وكذلك ليكن ل مجالاً 
محتوىّ في و( . نفترض أنّه مهما كان » من 1» كان (2)/ من .. 
1. عندما يتفق / و و في جهة الطرادء يكون / ه و متزايداً تماماً على 1. 
2. عندما يختلف / و و في جهة الاطرادء يكون / هو متناقصاً تماماً على 1. 
1. لنفترض أنّ للتابعين/. و و جهة الاطراد نفسها. ليكن » وة عددين من 7 يحققان 7 > 0. 
© / وو متزايدان تماماً (/ على 1 وو على 7) 
لما كان / متزايداً تماماء كان (0)/ > (0)/. ولأنَ و متزايدٌ تماماًء استنتجنا من المتراجحة 
الأخيرة أنّ ((0)/)و > ((0)/)0. أي إِنّ / ٠‏ و متزايدٌ تماماً على 1 . 
© / وو متناقصان تماماً (/ على 7 وو على 7 ) 
لما كان و و متناقصين تماماًء فإنَ الشرط 0 > 0 يقتضي (0)/ < (»)/. وهذا بدوره يقتضي 
((0)) > ((0)/)و. أي إِنّ ۶ ه و متزايدٌ تماماً على 1 . 
2. لنفترض أنّ للتابعين /, و و جهتي اطراد متعاكستين. ليكن » و5 من7 يحققان 7 > 0. 
© التابع / متزايدٌ تماماً على 7 والتابع و متناقصٌ تماماً على 7.. 
في هذه الحالة الشرط 6 > ۾ يقتضي المتراجحة (05)/ > (ه)٠‏ وهذه بدورها تقتضي 
((9)/00 < ((0)/)0. فالتابع / هو متناقصٌ تماماً على 1. 
© التابع / متناقصٌ تماماً على 7 والتابع و متزايدٌ تماماً على 7.. 
في هذه الحالة الشرط 0 >0 يقتضي المتراجحة (5)/ < (ه)» وهذه بدورها تقتضي 
((9)/)00 < ((0)/)و. فالتابع / هو متناقصٌ تماماً على 1. 


وه أتمكن معرفة جهة تغير و - f‏ أو و اعتماداً على جهة تغير /[ وو؟ 


الجواب هو لا عموماً كما يوضح ذلك المثالان الآتيان. 


© 


الل نه وم 


ليكن / وو التابعين المعرفين على ]00+ ,0] وفق »= (م)// وت = (م)رو. نعلم أن f‏ وو 
متزايدان تماماً على ]0ه+,0]. لنعرف و-/ = »» فيكون هه - (ت)ه. لاحظ أنّ 
(1)» > (0)» و (1)» < (14):» لتتيقن أنّ » (أي و - /) ليس متزايداً ولا متناقصاً على +٥0]‏ ,0]. 


2 


| قال ]) حالة f9‏ 


ليكن 8 و4 التابعين المعرفين على ]0+,0] وفق ‏ = (0)م و = ()4. نعلم أن 8 و٤‏ 

تزايدان تماماً على ]-ه+,0]. في حين يكون جداء ضربهما التابع »- +:# : 57 وهو متناقصٌ تماماً 

على ]00+ ,0]. 

ولكنْ في حالة التابعين / و و في المثال السابق» يكون جداء الضرب هو التابع 3 ب :4 المتزايد تماماً 

على +٥0]‏ ,0]. في الحقيقة» إذا وضعنا فرضيّات إضافيّة على إشارة التابعين / و و أمكننا الحصول 

ر كيف نستفيد من المبرهنة 2 ؟ 

لنتأمل التابع دروم جا 04 عد ن. 

. في حالة 0 < ۾» ثمائلٌ جهة اطراد ”يه باه جهة اطراد ى جا‎ ٠ 
وعليه فالخط البياني للتابع ”ده به هو في هذه الحالة قطعٌ مكافئ‎ 
«مفتوح من الأعلى».‎ 

٠‏ في حالة 0 > 4» تعاكس جهةٌ اطراد ”ده باه جهة اطراد ى جا ه. 
وعليه فالخط البياني للتابع ”هه به هو في هذه الحالة قطعٌ مكافئ 
مقلوب أو «مفتوح من الأسفل». وهذا يتفق مع دراستك السابقة. 


ألما كيف نسغيد من البرمة 3 ؟ 


لنتأمّل التابع 7 المعرّف بالعلاقة ‏ -1/. = «:ه)»7. عيّن مجموعة تعريفه 
وق قت أنه مقناقضة ماما عليها: 
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ليكن / و و التابعين المعرّفين كما يأتي ‏ -1= ()/ و :هله = (ت)و. فيكون “رهو = . التابع / 
معرّف على 8 ويجب أن يكون ‏ -1 = ()/ موجباً حتّى نتمكّن من تطبيق و. إذن يجب أن يكون 
0 < © -1 وعليه 7 معرّف على المجموعة [1,مه-]ز = .D,‏ 








التابع / متناقصٌ تماماً على [0,1ه-1[» وينتمي عندئذ ()/ إلى ]0ه -+,0]. اما و فهو متزايدٌ تماماً 
على ]0+ ,0]» وعليهء استناداً إلى المبرهنة 3» يكون 7 متناقصاً تماماً على المجال [0,1ه-[. 


هذ تدر 
0 ادرس جهة الاطراد لكل من التوابع الآتية 


©التابع و + /ء حيث f‏ وو التابعين المعرفين على المجال ]50+ ,0] = 7 وفق “نه = (م)/ 
و هلح = (به)و. 


©التابع #/3-» حيث م التابع المعرف على المجال |مه+,2-] = 7 وفق 2+ دل = (نه)مر. 


©التابع وه /ء حيث / و و التابعين المعرفين على المجال ]00+ ,0] = 7 وفق ”24- = (م)/ 


و كند = (نداو. 
©التابع /» حيث / التابع المعرف على المجال ]مه +,0] = 7 وفق مله + نه = (:ه)/. 
© لماذا يكون التابع + + تيد ب :د متناقصاً على المجال ]0 , عم - 1؟ 
43 


© بعد كتابة , بصيغة تركيب تابعين مألوفين» ادرس اطراد / على المجال المعطى 1. 
1. 1+ 2ل = »f)z(‏ |+| = 1. 
1 
2. 





کا 1م +,1-[ - 1. 





.I1=[-,01]  ءرتام(‎ - 0 








© كثيرات الحدود 
5 کرات ادود 

درسنا في الصف الأول الثانوي كثيرات الحدود من الدرجة الثانية ورأينا أنها التوابع من الصيغة 
م + هت + ”عه حا ى لذ ۾ وط وء أعدادٌ حقيقية و 0 عد ه. وأسميناها أيضاً ثلاثيات الحدود من 
الدرجة الثانية. فمثلاً 

.» هو ثلاثي حدود من الدرجة الثانية فيه 3 = ۾ و4- = 6 و5 ح‎ 32 - 4» + 5 ٠ 

.»- *بدة- هو ثلاثي حدود من الدرجة الثانية فيه 5- = ۾ و0 - م( و‎ +1 ٠ 


٠‏ » - ”ى هو ثلاثي حدود من الدرجة الثانية فيه 1= ۾ و1- = 5 و0 ع م. 

نريد تعميم هذا التعريف ليشمل كثيرات الحدود من أية درجة كانت» منطلقين مما درسناه سابقاً. 

٠‏ ليكن 7 عدداً طبيعياً نسمّي كثير حدود درجته أصغر أو تساوي ۸ہ کل تابع 7 معرّف على 
۸ وتمكن كتابة علاقة ربطه بصيغة من النمط : 








وه + az‏ ل ...ل ل اتهر_رره + "توريه = (يه)ط 
ل وه وه و ... و ره و ره أعدادٌ حقيقية تسمى أمثال كثير الحدود أو ثوابته أو معاملاته. 
- التابع الثابت المعزف على 8۸ بالصيغة 0 بى هو تابع ”كثير الحدود“ خاصٌ نسميه 
كثير الحدود الصفري ونصطلح أنّ درجته تساوي »-٠١‏ وعادة ما تُعبّر عنه ببساطة فنكتب 
0 دلالة عليه. 
٠‏ في حالة عدد حقيقي لا يساوي الصفر ره نعتبر التابع الثابت المعزف على ۸ بالصيغة 
مه + تابعاً ”كثير الحدود“ ونصطلح أنّ درجته تساوي 0» ونعبر عنه ببساطة فنكتب 
مه أو "تمه دلالة عليه. 














« نقول إِنْ درجة كثير الحدود ,مه + هه + ...+ 1 ”نهر_رهم+ "ره = (م)م تساوي م إذا 
وفقط إذا كان 0 عد ,م» وعندها نكتب م„ = 2 ععل. 

٠‏ نسمّي في كثير الحدود ,م + بوره + ...+ "2ه + "ره = (#)م کل حدّ من الشكل 
a,‏ وكيك حذء فكل كثير حدود هو مجموع عدد منته من وحيدات الحد. 

- إذا رتبنا وحيدات الحدّ في كثير الحدود تبعاً لدرجاتها ترتيباً تنازلياً أخذ كثير الحدود الصيغة 
القانونية الواردة في تعريفه: مه + :ره + ... + + ”هر_,ره + "ده = (ه)س وقد رتب الحدود 
في كثير الحدود تبعاً لدرجاتها ترتيباً تصاعدياًء وفق ما تقتضيه الحاجة. 


6 























كال انتبع 1- :3 + 5 - “بهم جد ه» كثير حدود من الدرجة الرابعة مُعاملاته هي 7 و 5- 


و0 و3 و1- (الصفر هو مُعامل الحد ”4 ×0). 


يمكن أن رة كثير الحدود في صيغ أخرى مكافئة ر جميعً إلى الصيغة القانونية بعد إجراء 


عمليات جبرية عليها وترتيب حدودها. 


ان التابع )1+ )1+ (3z‏ - 2-27 جربر تابع كثير الحدود. لأنه يأخذ بعد نشره 


واختزاله الصيغة القانونية الآثية 4 + 84 - + و 

لنتأمّل كثير الحدود 5 - 7:2 + 3ن + بيه - 3 + 2 + 2 = .٥)(‏ نلاحظ ائھ ليس 
مكتوباً بالصيغة القانونية فهو يضم حدَّيْنِ من الدرجة الثانية» وحدين من الدرجة الأولى وحدين 
ثابتين. ولكن تتحقق بسهولة أن 3- 2# - 104+ 3 = (م)سء وهي الصيغة القانونية لكثير 
الحدود هذا. 


5 جمع كثيرات الخد ود وضربها 


التوابغ كثيراث الحدود هي توابع خاصة. فيعرّف مجموع كثيري حدود وجداء ضربهما كمجموع 


2 ص 
9 0 


إذا كان 7 و © كثيري حدود» كان © + 7 كثير حدود درجته أصغر أو تساوي أكبر درجتيهما. 

جداء ضرب كثيري حدود 7 و 0» هو تابع كثير حدود درجته تساوي مجموع درجتي 2 و ©. 
9 عموماًء خارج قسمة تابعين كثيري حدودء ليس تابعاً كثير حدود. نقول إنه تابعٌ كسري. 
5 القسمة الإقليدىة لكثيرات الحدود 

رأيت في دراستك السابقة القسمة الإقليدية للأعداد الطبيعية» فإذا كان ۾ و5 عددين طبيعيين 
وكان 0 عد 0 أمكننا إجراء قسمة إقليدية للعدد » على 0 وحساب خارج القسمة ي وباقيها 7. بحيث 
تتحقّق المساواة ۲ + 5 = ۾ ويكون ” أصغر تماماً من المقسوم عليه 0. مثلاآً ‏ +011 = 37 حيث 
(3,4) = (0,7). الزوج )4,١(‏ وحيد وخوارزمية حسابه تسمى القسمة الإقليدية. 

في الحقيقة» يمكن تعريف القسمة الإقليدية لكثيرات الحدودء إذ لدينا المبرهنة الآتية التي نقبل 
صحتها دون تقديم إثبات عليها: 

© 


8 مُبروهَنة 4 
ليكن ()4 و ()8 كثيري حدود ولنفترض أنّ ()2 ليس كثير الحدود الصفري عندئذ يوجد زوج 
وحيد من كثيرات الحدود (()0)(,7) يحقق الشرطين الآتيين: 
A(z) = Q(x»)B(z) + R(x)‏ و degR > degB‏ 
نسمي (0)5 خارج القسمة الإقليدية لكثير الحدود ()4. على (:)8» ونسمي (ء)۸ باقي 
القسمة. 
سنشرح في المثال الآتي خوارزمية القسمة الإقليدية لكثيرات الحدود. 


لنتأمئل كثيري الحدود 2+ 52 + ى2 = A)‏ و 1+ ± = ()28 احسب @)z(‏ و(:A)z‏ 


خارج وباقي القسمة الإقليدية لكثير الحدود ()4. على ()8 . 
تُهِيّىَ ورقة الحساب كما يلي: 

© نبدأ بكتابة المقسوم والمقسوم عليه كما في الشكل المجاور. 

© نتساءل: بماذا نضرب ه لنحصل على 2؟ من الواضح أن :2 





تؤدي المطلوب. 

© إذن لنضع 2 في حقل خارج القسمة ثم لننجز عملية ضربه ۴ 
بالمقسوم عليه. ولنضع الناتج تحت المقسوم. EIS TEES‏ 
© بطرح الناتج من المقسوم نحصل على كثير الحدود 2 + 34. ]0 

© هنا نكرّر ما فعلناه سابقاً وكأن المقسوم هو 2+ 3. بماذا نضرب زور ےو کر 
# لنحصل على :3؟ الجواب واضمٌ. لثكمل إذن الخطوات معاً. ا 
© بعد إنجاز عملية الطرح الأخيرة نحصل على كثير الحدود 1- الذي ل 


درجته أصغر من درجة المقسوم عليه 1+ 5. ولا يعود بالإمكان متابعة 1 


خوارزمية القسمة فيكون خارج القسمة هو 3+ 2 = Q)»(‏ ويكون 
باقي القسمة هو 1- = (:)۸. و نتحقق مباشرة من صحة المساواة ()8 + Q):(8):(‏ = (:)۸. 


ووه م 
8 ° 


ليكن ()4 كثير حدودء وليكن » عدداً حقيقياًء عندئذ يكون باقي القسمة الإقليدية («)۸ لكثير 
الحدود ()4 على 6+ = (8)4 هو كثير الحدود الثابت (4)4 = (»)۸. وعلى الخصوص» 
هناك تكافؤ بين الخاصتين الآتيتين: 

1. العدد ۾ جدرٌ للمعادلة 0 = (4)2 . 

2. يوجد كثير حدود ()0 يحقق ()00 - ) = ()4 . 
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في الحقيقةء بإجراء قسمة إقليدية لكثير الحدود ()4. على ۾ 2ه = ()8 نعلم أنْ 


A(z) = (z - (م)0(‎ + R() 
ولتحديده‎ )2( = ۲ ٤ ۴ إذن ()7 هو كثير حدود ثابت‎ . 1٥4 ۸)۵( > حيث 1 = (ہ - )وهل‎ 








يكفي أن نعرف قيمته عند إحدى قيم . ولكننا من حيث المبدأ لا نعرف ()0 لذلك يُعدُ اختيار القيمة 
ه = ت اختياراً ذكياً لأن تعويض ++ بالقيمة » يسمح لنا بحساب الباقي دون أن نحتاج لمعرفة أي شيء 
عن © كما يأتي: 

A(a) = (a - a)Q(a) + R(a) = 0x Q(a) +r ع‎ r 
. ۸)2( = أمّا تكافؤ الخاصتين 1 و2 فهو واضخ لأنّ المساواة 0 = (4)04. ثكافئ 0 = م‎ 


هذ تدر 


© احسب Q):(‏ و(8)2 خارج وباقي القسمة الإقليدية لكثير الحدود ()4. على ()8 في الحالات 


الاتية 
© 2س ”2+ ةم = An)‏ ,2+ به = B(x)‏ 
© 3+ كن + ثم = B(z) = 2-1 A2)‏ 
© 8 - 14- 3 - ثم = A2)‏ ,2+ ته = B(x)‏ 
a + 4 0‏ = (م)ل ,2+ :2- ثم = راق 
© 7+ :3 + 2°- ثم = A)‏ ,1+ ثم = رتوار 


© احسب باقي قسمة كثير الحدود 3 + 5± - 22 - 23ح (#)س على كل من 2-2 و2+1. 








© عين 1 ١>‏ إذا علمت أنّ باقي قسمة 2۸ + ى + “= (م)م على 2 + به يساوي 4. 
© حلل كلا من كثيري الحدود الآتيين إلى جداء ضرب عوامل بسيطة: 

© 6+ 2+ شنم - ثبو - كبن = P(x)‏ 

© 3+ 22 + 727 - 223 = (بواطر 
© حل في 1 كلا من المعادلتين: 

© 0ح 2+1 - ”4 - 4.3 

© 0 = 3+ :8+ تنو + 23 


























4 2 0 ww 


العمليات على التوابع مثل الجمع و + /» والضرب و/» والضرب بعدد “/<؛ والقسمة ل هي 


عمليّات معرّفة بأسلوب طبيعي جداً. فمتلاً و + / هو التابع 
(z)و‏ + f)z(‏ جاده و (نما)و + (نمار = (z)(و‏ + /). 
#ا مجموعة تعريف و + / أو 9/ أو 4 ليستء عموماً» مجموعة تعريف / أو و ذاتها. 


يؤول تركيب تابعين إلى ما يأتي: إذا كان ر تابعاً للمتحول 2 (و م ) وكان 2 تابعاً للمتحول ر 
(محين) » كان 2 تابعاً للمتحول » هذا هو التابع الذي نرمز إليه بالرمز “ره 0. 


2 = ه و)‎ f)2(( 
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« لنتأمّل تابعين ‏ و و. 

» إذا كان / و و متزايدين تماماًء كان و + / متزايداً تماماً. 

» وإذا كان / و و متناقصين تماماًء كان و + / متناقصاً تماماً. 
ا لنتأمّل تابعاً / وعدداً حقيقياً ۰۵ 

» للتابعين '/ و/< جهة الاطراد نفسها إذا كان 0 < ×. 

ه وتكون جهتا اطراد م/ و × متعاكستين إذا كان 0 > ×. 


# بكتابة تابع 7 بصيغة تركيب تابعين : 007 = /» تمكنُ معرفة جهة اطراد / إذا عغلمت جهة 
اطراد كلّ من و و ۸. 


التابع 15 + 3) جاجع : f‏ متزايث تماماً على .R‏ لا 1+ 3z‏ جرس :م و2 جاع: و متزايدان 
تماماً على »و ەو = /. 
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i 
كات يجب امتلاگها‎ 
.9)2:( ه و = «» استبدل ()/ بالمتحول :د في عبارة‎ f لحساب (:)۸ في حالة‎ # 
لنتأمّل حالة التابعين 1+ 2 = ()”ر و 1+ ول = ()و. لحساب ((2)/)و» نكتب أولاً‎ 
g(f(»)) = (f(z)) +1 
/)( ثُمّ نستبدل في هذه الصيغة 1 + 2 بالمقدار‎ 
و)‎ f)() = g(f()) = (2z + 1(2 +1 = مه + تمد‎ + 2 
/)5( لتحليل تابع / إلى ناتج تركيب تابعين (أو أكثر)» يجب الاهتمام بترتيب عمليات حساب‎ 
تبعاً للأولويات.‎ 
لنتأمّل التابع (1+ 3)ءهء = (»). لحساب ()/ انطلاقاً من نحسب أولاً 1 +3 ثم‎ 
نحسب (1 + 005)3. وبهذا نكون قد كتبنا / تركيب التابعين ۸ ثم و» حيث 1+ 32 = (ه),/‎ 
./)( و #وه» = (0)2. يمكننا بعد ذلك التوثق من کون ((0)0)2 يساوي‎ 
إذا كان ناتج جمع أمثال كثير حدود 7 مساوياً الصفر فهذا يعني أنَ 0 = (2)1» ومن َم يقبل‎ 
كثير الحدود هذا العدد 1 جذراًء ويمكننا كتابة 27 بالصيغة ()1(0 - م) = (نه)ط.‎ 
»0 لنتأمّل كثير الحدود 1+ 32 - 23 = (ه). نلاحظ أن مجموع أمثاله 1+ 3 - 2 يساوي‎ 
إذن 1 جذ لكثير الحدود 7 وبإجراء قسمة إقليدية على 1-* نجد أنّ ()1(0- ) = ()ط‎ 
حيث 1-+ - 22 = (0)0» وهنا نلاحظ مجدداً أن مجموع أمثال © يساوي الصفرء ومن تَمَ‎ 
(:)5(ا - ه) = ()0 و1-+ 22 = (ه)ى. إذن (1 + 1)2 - :) = (تم)ط.‎ 


ذلك أاخطء يجب نجه 
ه لا تكتب أك دون التأكيد على أن هذا الكسر معرّف فقط عند قيم * التي حقق 0 = (تم)و. 
ا عموماً التابعان / © 9 و وه / غير متساويين. 
لیکن 1+ 3 = ()/ ونه = (م)و. عندئذ ()(و ه /) < (:)(/ ٠‏ و) لأنّ 
f)(z) = 9x2” + 62+ 1‏ ه و) و 1+ ”32 = (تما(وه (f‏ 
ا بوجه عام لا يمكن استنتاج جهة اطراد و - / أو / انطلاقاً من جهة اطراد ‏ و و. 
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۶ 


ا 
ناد 1 تغيير المَعْلّم 


الهدف من هذا النشاط هو إثبات وجود مركز أو محور تناظر لخط بياني © بالاستفادة من تغيير المعلم 
وو می الان اا راا 


© تغيير المَعْلّم 
نفترض أنّ المستوي مزوّد بمعلم متعامد [0,7,7). نتأمّل الخط البياني © الذي معادلته (2)/ = ر في 
هذا المَعْلّم. 


ما معادلة الخط البياني © في المعلم (4,1,7)؟ 
إحداثيتا 4ء في المعلم (0,7,7)» هما (0,ه)ء إذن 57 +07 = 04. إذا 
كانت /1 نقطة في المستوي» كان لها إحداثيات في كلا المَعْلّمين. نرمز 
إلى إحدائيّتي 11 في المعلم (0,/7) بالرمز (0,)» وإلى إحدائيتيها في 5 
المعلم [4,7,7) بالرمز (۲,×). شعاعيّاً هذا يعني أنّ 1 
+ تمه - OM‏ و AM - Xi+Yj‏ 
تفيد علاقة شال 417 + 04 = 017.» بالانتقال إلى الإحداثيات» واستنتاج ما يلي : 
»+× دم و 0+ ۲= (دساتير تغيير المَعْلم) 

يقود هذا التغيير للمعلم إلى معادلة الخط البياني © في المعلم الجديد (4,77.). لنرمز بالرمز 
(×)و = ۲ إلى هذه المعادلة. 

« إذا كان و زوجيَّآء كان المحور (4:7) محور تناظر للخط 0 . 

« إذا كان و فردياًء كانت النقطة 4 مركز تناظر للخط 0. 
© مثال على الاستفادة من تغيير المَعْلّم 
رسمناء في الشكل المجاورء الخط البياني /7 للتابع ٠‏ 





سے 








في معلم 
(0,7). يبدو كأنّ النقطة (2;1-)۸4 هي مركز ا .H‏ 
1. نأخذ (4,77) معلماً جديداً . تحدّقّ أن دساتير تد تغيير المعلم هي: 
8-82 ده و1 + لا دن. 
2 . معادلة /7 في المعلم (0,7,7) هي خا = ر. عوّض في هذه المعادلة » و ر بقيمتيهما 
بدلالة × و ۲ واستنتج (×)و = ۲ معادلة ٨‏ في المعلم (4,147). 
0. تحقق من كون و تابعاً فردياًء ثم عبّز عمّا تستنتج بلغة سليمة. 
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اد 2 محور التناظر ومركز التناظر 
وجدنا في النشاط السايق أنه يمكن استخدام تغيير المَكلم لإثبات أن لخط بيان © محوز تناظر أو 
مركز تناظر. في هذا النشاطء سوف ندرس طريقة أخرى تستخدِمُ تعريف عناصر التناظر. 
© محور التناظر. في معْلّم متعامد [0,7,7)» نرمز بالرمز 0 إلى الخط البياني الذي معادلته (:)/ = ر 
ونرمز بالرمز 4 إلى المستقيم الذي معادلته ۾ = ند. 
قولنا إنَ 4 محور تناظر للخط البياني ٠٥‏ يعني أنّ نظيرة كل نقطة 1/7 من 
نسي إلى EUG EA‏ 
1. لتكن (,:ه)/3 نقطة ما من المستوي و ('ل ,»)1 نظيرتها بالنسبة إلى المستقيم 4. احسب '» 
و ال بدلالة نه ون. 
اف قرفن اللنكفادة ga‏ الفضاراة MAN EF a‏ 
2. أثبت النتيجة الآتية: القول «المستقيم 4 الذي معادلته + = » هو محور تناظر الخط البياني ,0 » 
يكافئ القول: «أيّاً كان « + » = نه من,2» كان « - » من ,2 و (0-7)/ = (۸ + م)/ ». 





9 بعد حساب (7 + 4)/ » يحسب (7 - 0)/ بسهولة» إذ يكفي أن نستبدل المقدار 7- بالمقدار ۸ في 
عبارة (۸ + 0)/. 
د. تطبيق: ليكن م التابع 1- و5 + 2ه ب . أثبت أنّ المستقيم الذي معادلته 2 - م ۳ 
محور تناظر للخط البياني للتابع /. 
© مركز التناظر. في معلم متجانس [0,7,7)» نرمز بالرمز ٥‏ إلى الخط الذي معادلته ()/ = ي وبالرمز 
4 إلى النقطة التي إحداثياتها (0,0). 
نقول إِنّ 4 مركز تناظر للخط البياني 0» إذا وفقط إذا كانت نظيرةٌ كل نقطة 14 من 0» بالنسبة إلى 
4 نقطةً من .C‏ 
1. لتكن (7/):,7 نقطة ما من المستوي و (/11/):,17 نظيرتها بالنسبة إلى النقطة (4)4,0 . أثبت أنه 
إذا كان ۸ +م = #ء كان 7 -م = نه و20 ح ای + ن. 
مساعدة: ارسمْ شكلاً. 
2. أثبت النتيجة الآتية: القول « النقطة (4)8:5. هي مركز تناظر الخط البياني ,0 » 


«Ja + + f(a =) 
2 


ج . أثبت أنّ النقطة (1,2-)4 هي مركز تناظر للخط البياني 


يكافئ القول: « أيَاً كان 7 + 4 = » من ,2 › كان 7 - 0 من ,2 و( = 
2-1 

. تطبيق: ليكن ۶ التا 
3. تطبيق: ليكن / 0 





0 





کی E‏ عبان 


9 + نوق 
2-1 








ال التابعان / و و معرفان وفق : 
كل من / و و. وعيّن مجموعة تعريف 39 - /2» واحسب (39()8 - /2). 
9© بيْن أي التوابع الآتية كثيز حدود. 


ل 2+3 f(a) = a‏ ك 2-1 + 52 = (بماو 


ج + 2 = ()و. عين مجموعة تعريف 


2 +1 1 
4 1+1 


5. (1()#2+3-كم) = )2 6. )3 + مهام = m(z)‏ 


k(z) = x + Nau .4 hz) = 


ت في كل حالةء اكتب كثير الحدود المعطى بالصيغة القانونية. 
A) = (3 +1)” - 2)3 -1( 1‏ 
2 (قلء - ))5 + 4( = B(z)‏ 
(9 + 32 + ثم)(ة - م) = C)»)‏ 
(z) = ( + /3)( - N12) + /3(: + 2/3) <4‏ 
ns 5‏ 
6. 2-1 + تس قوبس F(z) = ( +1) - a^‏ 

69 اشر كثيري الحدود (1+ ي + 2ه)(1 - ه) و (1+ 2 - 2ه)(1 + ). ثم استنتج أنّ 1- أي 


تاو ام رت فاا كرات عدوة من ارخ اة 


© ايكن كثير الحدود 4 + 4 دكن - و )۰۶ احسب (1)طء ثم استنتج ج حلول المعادلة 
وحنل دعق کا کل کا الأزل: إلى ج عراد ل بطريقة المي إلى قات 


© لین f‏ وو التابعين المعرفين على المجال ]0 +,0] = ] وفق ل = /)e(‏ و 2= (ند)و. 
علل لماذا يكون و + / متزايداً تماماً على 1. 


ج لماذا يكون التابع ]+ ده جا به متناقصاً على المجال [4,0ه-[؟ 


@ لماذا يكون التابع 2- ه ب نه المعرف على ]مه + 0[ = 7 متزایداً على I؟‏ 


© 





© رسمنا في معلم متجانس (0,7,7)» الخط البياني ٥١,‏ للتابع f‏ المعرف 
على 12 بالعلاقة م2 - ث2 = (). 
أعذ رسم ,0 في كرّاسكء ثمَّ استنتج رسم الخطوط البيانية للتوابع و وم 
و # المعرفة على :1 بالعلاقات : 
.k(z) = f(lzl)s h(z) = |f(z)ls g(z) = f(z)‏ 
(ُْ في الشكل المجاورء الخطوط البيانية للتوابع / وو المعرفة على 
]مه+,0] بالعلاقتين 2-1 = (م)ر وهاه = (2)و. نضع 
.K=foggh=gof‏ 
1. دل كلآ من هذه التوابع على خطه البياني. 
د. علل كون كل من التابعين ۸ و ۸ متزايداً على مجال تعريفه. 
الو في الشكل المجاورء الخطوط البيانية للتوابع / وو و المعرفة 
وفق: 1 + ثثه = (نه)/ و (0 ع ,= = .h=gofg )e(‏ 
3 علّل كون التابع ۸ معرفاً على 8# . 
2. خصّص لكل تابع خطه البياني. 
3. ©. علّل کون ۸ متناقصاً تماماً على ]مه-+,0]. 
7. علّل کون ۸ متزايداً تماماً على [0,0ه-[. 






















































































09 وو تابعان معرفان على 18 وفق 1- 2± = f)±(‏ و32 - 4 = ر(تماو. أت أنّ 





.fog=gof 
احسب (8 )7 7:6) في الحالات الات‎ 9 
. وهار‎ = 1 © f(a) = 1+هة- تج‎ © f(z) = 22-3 ® 
2ك ند‎ 1 


9 اسب ٩(‏ + هم + ) ثمَّ تحقق أنَّ 1+ :6 - 74 + 62 + 54 هو مربع ثلاثي حدود من 
الدرجة الثانية. 

9 ابت ن 1+ (3 + )(2 + »)(1 + »)» هو مربع ثلاثي حدود من الدرجة الثانية. 

5 عين عدداً حقيقياً ۾ يكون عنده كتير الحدود 4 + 44 - 2 + كع مربع ثلاثي حدود من 


الذرخة الثانية: 
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اداع 


ليكن / التابع المعّف على (12014 بالعلاقة 
و. كم أعد السؤال في حالة 2(2ه + 1) = (ت)/ . 
92 نحو الحلّ 
4 فهم السؤال. نهدف إلى إيجاد تابعين و و يحققان ((0)0)2 = ()/ أَيَآً كانت قيمة » من ,7. 
لتحقيق ذلك» نحل عمليّة حساب (5)/ بدءاً من . مبيّنين أولويّات الحساب» ومكتفين بمرحلتين 


أساسيّتين. 


= ()/. اكتب / تركيب تابعين ۸ ثُمَ 











2-1 


# بحناً عن طريق. يجري حساب سر في مرجلتين نبدأ ألا بحساب 20-1 = ()ة ثم تتبع ذلك 
م 
5 بكم = (2)و. وهنا نتذگر أنَ التابع ‏ هو التابع الذي نبدأ به عند حساب ا 


© اكتب / بالصيغة المطلوبةء وتوّق أنَّ حساب (()0)0 يعطي فعا - أ 


2-1 





ا أعد المناقشة السابقة في حالة 2(2م + 1) = (م)/ . 
ر أنجز البرهان واكتبة بلغة سليمة. 
ا صیخت أخرى لاع كسري 


5 او لذ 2 5 5 
ليكن / التابع الكسري المعتف على 120421 بالعلاقة د (#). عيّن أعداداً حقيقيّة ۾ وط 
ك1 














وء تُحقّقء» في حالة » من (12012» العلاقة : 


C 





f(z) = az +b + 


9# نحو الحلَ 
# فهم السؤال. نظراً إلى اختلاف الصيغة المعطاة للتابع (»)/ عن الصيغة المطلوبة» يمكننا أن نفكر 
بإجراء عمليات جبريّة على إحدى الصيغتين بهدف الوصول إلى الأخرى. ولا ننسى أننا درسنا القسمة 
الإقليدية» وهنا ()/ كسرٌ مقامه 2 -* ونجد المقام ذاته في الصيغة المطلوبة. 
© بحناً عن طريق. ما هي الصيغة التي نحصل عليها بضرب طرفي المساواة المطلوبة بالمقام 2 -؟ 

# تيقن أن المطلوب يؤول إلى إيجاد أعدادٍ حقيقيّة »۾ و0 وء تحقق 


ع + +b)‏ نوه)(2 - (xz‏ = بو - ”2 
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يا كانت 9 و 























# ما الصلة التي تراها بين 5 +-:ه وء من جهة وخارج وباقي القسمة الإقليدية لكثير الحدود 
بوب ي على 2 حرو 

1. أنجز القسمة الإقليدية لكثير الحدود ه- 22 على 4-2. 

2. عيّن © و طا و». 


4 أنجز البرهانً واكتبة بلغة سليمة. 


(0 اع عرد 


ليقن ار التابع المعرف بالعلاقة كج - ()/. 

® عيّن عددين حقيقيين 7 و 11 يحققان 14 > ()/ > ” وذلك أياً كان من .R‏ 

© ادرس اطراد التابع /. 

9# نحو الح 

© 4 فهم السؤال. نريد أن نحصر قيم التابع / بين قيمتين 70 و14 ونعلم أن 1 > #صذه > 1-ء 
لذلك نحاول أن ننطلق من هذه المتراجحة للوصول إلى المتراجحة المطلوبة: ۸1 > (»)/ > ”. 

© بحناً عن طريق. 

« بالاستفادة من المتراجحة 1 > صنو > 1-» أثبت أنه ايا كان مء كان 3 > 2+ :ملو > 21 














واستنتج أنَّ ', معرف على ۸ . 
* أثبت أنّه يوجدُ عددان حقيقيان 7 و /1 يُحقّقان /3 > ()/ > 7 وذلك أياً كان » من ۸ . 
ر أنجز البرهان واكتبة بلغة سليمة. 
© 4 فهم السؤال. نريد دراسة اطراد التابع / ونحن نعرف جهة اطراد التابع :ه «ذء + على المجال 
[0,2] وبالاستفادة من النتائج المتعلقة بجهة اطراد التابع المركب تمكن معرفة جهة اطراد التابع / 
انطلاقاً من جهة اطراد التابع :مزه به ومن كون التابع مزه ب دورياً يمكن استنتاج دراسة 
اطراد التابع / على كامل 18. 
© بحناً عن طريق. 
" رمز بالرمز » إلى التابع :هذه م . ثم أوجد التابع و الذي يحقق »هو = /. 














تذكّز أنّ » تابعٌ دوري ما دوره؟ استنتج أنَّ / دوري» هات دوراً له. 
« ذكّز بجهة اطراد » على المجال [0,25]. تُمّ استنتج جهة اطراد التابع / على المجال [0,2۸]. 


ر أنجز البرهان واكتبة بلغة سليمة. 


























(@ عمانات على الداع الايد 
و و تابعان تالفیان معرفان على 8 : 6 + نمه = ()/ و4 + نمه = ()و. 
1. أثبت أنّ المجموع و + / تابع تآلفي. 
2. أثبت أنّ التابع المرب و0 / تاب تآلفي. 
3. أيكون جداء الضرب و/ تابعاً تآلفياً؟ 
4. نفترض أنّ » = ()و أياً كانت . أثبت أن الشرط +« = ()(/ ١‏ ) يكافئ (و = /) أو 
(1- = ۵). 





9© في الشكل المجاور» يمثّل المنحني ,© الخط البياني للتابع / المعرف 
على 2 بالعلاقة 1+ 2بوة - تم = (جم)مرَ. 
1. ارسم الشكل في كرّاسك واستنتج رسم الخطوط البيانية للتوابع و و7 و/ 
المعرفة على 8 بالعلاقات : 
(:)- = (نتاو و (نه)]| = h(z)‏ و (سحال = .k(z)‏ 
2. نعرّف على 18» التابع 7 وفق (21|)/ = (:ه)”/ . 
0. أثبت أنّ ‏ تابعٌ زوجي. 
6. استنتج من م0 الخط البياني للتابع 7 . 
































z+ 3 
z +1 


:2 
2+ ع 








(9 ليكن / و و التابعين المعرفين وفق = (#)وء وليكن f‏ ۰و = ۸. 


1. عين مجموعة تعريف ۸ واحسب (:7)2. 
ع2 


0 1 بده 3 
١ 1‏ التايع ١‏ با 
2 لیکن k‏ بع لمعرف بالعلاقة 3 


= رهام و 


= (»)‰. أيكون التابعان ۸ و ۾ متساويين؟ 











ا[ و تابعان معرفان على ۸ وفق 1+ 2ه = (0), و 2-1 = (ت )وء وور معرف على 


R0(‏ وفق 2 = ()ور» و,/ معرف على]0ه+,0] وفق لہ = (),/. اكتب كلا من 








التوابع / و و و8 و8 الآتية بصيغة مركب تابعين» مستفيدا من التوابع رل ,5,/5/,/ . 
© 1- ج27 جرسن :ةر © 1+ giza‏ 





2 
8 --1 ® hh: 
ده‎ Te 


© 















































[@ التوابع / و و و۸ معرفة بالترتيب وفق ما يأتي: 
1 
:22 
1. 0. اكتب / بصيغة مجموع تابعين » وه موضحاً ما قمت به. 
0. ما جهة اطراد التابعين » و » على كل من المجالين ]0,0ه-[ و ]0ه+,0[؟ استنتج من ذلك 
جهة اطراد / على كل من هذين المجالين. 
2 ©. احسب وبسّط 10 


h(z) = 2x —1 ول + 1= (م)و و‎ f(2) = 2 - 





)2( 
اء هل التابعان ۸ و متساويان؟ عيّن بالضبط الخط البياني للتابع . 
ون لنتأمل التابعيق م .ورم المعرفيق على المجال 10-01 ح 7 وفق 
1 2 1- 2 
لوم يك زور وح درورو 


اک و على مغن انعين من ت جهة اطراك وک 7 
2. نستعمل الرموز و + f‏ - وو و-4=/f.‏ 
ale Na‏ الوكين “د 
لأ اف اا ا ا نے الكل فن وة 
ف ملاحظة أن (4 + 5) 2 = /» ارسم نقطياً بالقة الممكنة الخط البياني للتابع 7 


5 جت اطراد 2 . 


ليكن / تابعاً معرفاً على مجالٍ 7 ويحافظاً على إشارة ثابتة عليه. (0 < (»)/ على 1 
أو0 > (8)/ على 7). تفترض أن التابع / مطردٌ على 7 أي إته متزايدٌ أو متناقصٌ عليه. 
1 استعرض جميع الحالات الممكنة» وعين في كل حالة جهة اطراد + على 1 
ف تطات: عن بحية اطراد كلمن الوا ي اة عى المجال امعط 7 
ملت 1ك 
Va‏ 


COS TZ 


© ليكن / التابع المعرف على ]مه+ ,1-[ = 7 بالعلاقة : 


- (ماو ,إمه+,0] 1 © == )2( ,إمه+,0| = 1 





= ()ور 2 , 








(3 + 32 + 2ه)(1- (z‏ کڪ 
1+ 2( 
1. عين ثلاثة أعداد حقيقيّة م و5 وء تُحقق أيأ كان + من 7 العلاقة 
0 
z+1 (+1‏ 


6 


f(z) = ax + 








2. استنتج أنّ / متزايدٌ تماماً على 1. 


3. 0. تيقن أنّه» مهما تكن :ه من 7 يكن 2 + 4 + ”(1+ ) = 3 + 3 + 2ء واستنتج من ذلك 


2 +32 +3 


أنه» مهما تكن # من 7 يكن 1> ED‏ 


اشرح كيف يمكننا أن نستنتج» أنّه في حالة 1< z‏ يكن 1-+ < (نه)/. 


0. أثبت أنّه مهما تكن + من 7 يكن :د > ()/ . 


6. اشرح بيانيّاً معنى المتراجحتين السابقتين» مُظلَلاً على الرسم منطقة المستوي التي تحوي الخط 


0د على الخواص الصحيحة فيما يأتي: 
1. مثّلنا جانباً الخط البياني ,© لتابع / معرّف على [2,2-]. 


8 المعائلة ج |(2)/| ثلاثة حلول. 





7. الخط البياني للتابع <:م)/ 2+ يقع فوق /0. 



































6. نعرّف (#)/ = (»)۸ في حالة 0 > ٠»‏ و()/ = ()8 في حالة 0 < ». عندئذ يكون ۸ 


زوجيا. 


a 


0. نعرّف ()/- = (»)) في حالة 0 > #» و(ع)/ = (2)‰ في حالة 0 < ». عندئذ يكون 


للخط البياني للتابع ۸ مركز تناظر. 








0. 0= (0)ير. 0 fof‏ تاب زوجي . 
عه ا 
f .c‏ تابع روجي. 0. 7 تابع فردي. 

















3. للخط البياني ,0 محور تناظر هو المستقيم ى = »» و/ معرّف على . 


0 . 1 تاب زوجي . 
06 (م)ر = (م - 2a‏ . 


f .4‏ تاب معّزف على ]م+,1-][ بالعلاقة 





= (ت)/. 


0. مهما تكن 1- < #ء يكن 0 < (»)/. 





0. يقع الخط البياني م0 فوق القطع المكافئ الذي معادلته *ه = ن. 


©. للمعادلة 1 = ()/ حلان. 
¿. مهما تكن 1- < »یکن 0 < نه - (نه)/ . 
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© العددالمشتق 

© ساد 0 
© مشتقات التواع ا 

@ العمليات على التواع الاشتقاقية 





في يومنا هذاء نقرأ مباشرة على لوحة التحك سرعة السيارة مُقاسة بالكيلومتر 
في الساعة .k«/١‏ ولا نستغرب أن تكون هذه السرعة متغيرة تابعة للزمن وليست 
ثابتة. ونفهم أيضاً أن التعريف الشائع للسرعة بصفتها خارح قسمة المسافة المقطوعة 
على الزمن اللازم لقطعها لا يكفي لتعريف السرعة التي نقرؤها في لوحة التحك. 


كسا 0 السرعة ال 


منذ بداية القرن السابع عدا 
أعطت الدراسة الفيزيائية للسقوط الر 
للأجسام بتأثير ثقلها التي أجراها غاليليو 
غاليليه (1642-1564) اول مثال عن 
سرعة متغيرة ولكن على نحو يمكن التو 
بتغره. لقد جرت ما ا 
بصتها تابعأ للزمنء وذلك قل 01 ١‏ 
تعريفها رياضياتياًء في نهاية القرن السابع 
عشرء بصقفتها التابع المشتق للتابع 
4 اء (الذي يشل المسافة التي قطعها عار 000 
الجسم الساقط حى ل 

برهن غاليليه آله في حالة السقوط الحر لجسم بدون سرعة بدء يقطع الجسم 
حي اللحظة + مسافة قدرها 29 = )4» وأن سرعته في تلك اللحظة نساوي 
ئو = (): حيث و مقدار ثابثٌ لا يتعلق بالجسم الساقط. وکا سارى في هذا 
البحث ان ١‏ هو التابع المشدق للتابع =D‏ 





© 





الاشقاف 


ا 


اد 1 مفهوم السرعة اللحظية 

نترك كرة تسقط من النقطة 0 الواقعة على ارتفاع 25 متراً عن سطح الأرض. تعطى المسافة التي 
قطعتها الكرة حتى اللحظة + بالعلاقة 5/2 = (5)4. حيث يقذر الزمن + بالثواني» بينما تقذر المسافة 
)5 بالأمتار. 

نعلم أن لهذه الكرة المتحرّكة» في اللحظة 2 = » سرعة لحظيّة نرمز إليها بالرمز (2). كيف نحسب 
هذه السرعة؟ حدسياًء يمكننا أن نأخذ فكرة جيّدة عن قيمة السرعة (0)2 إذا حسبنا السرعة الوسطيّة للكرة 
بين اللحظتين 2 و ۸ + 2 عندما يكون ۸ قريباً جداً من الصفر. 


1. تحقق أنّ السرعة الوسطيّة للكرة بين اللحظتين 2 و 2+۸ هي «5 + 20. واحسب القيم الموافقة 
عندما تأخذ ۸ القيم 0.1- و 0.05- و 0.05 و 0.1 وأخيراً عندما 0.001. 

اعا ل السرعة اة للكرة بين اللخطين. #ى وء اة ا 1 

2. السرعات التي حصلنا عليها آنفاً هي قيم تقريبيّة للسّرعة (0)2» ولكنّ أياً منها لا يساوي (2).. لما 
كان هذا التقريب أفضل كلما كان 7 أقرب إلى الصفر كانت الطريقة المثلى لتعريف (2)» هي القول 
لل (0ه هي جهاية المقذار 4-2د عندما تسعى 8 اق اف أن ا ات ر فا 
أقرب فأقرب من الصفر. 

3. وجدنا أنّ هذه النسبة تساوي 57 + 20. ما نهايتها عندما تسعى 7 إلى الصفر؟ 


نتيجة: لتعريف السرعة اللحظيّة» درسنا النهاية عند الصفر لتابع من النمط: 
S(a + h) - S(a)‏ 
0 


hıج‎ 


@ 





6 العدد المشتة 


تنويه مهم: في كل ما يأتي نفترض أنّ مجموعة تعريف التوابع المدروسة هي مجال» غير 7 على 


نقطة واحدة؛ أو اجتماع عدد منته لمجالات من هذا النوع. 








ا م 2 20 5 5 50 
رن دبع - 1 : و معزف على المجموعة R0‏ . ولا يمكن تعريف (0)و 


3 


ولكن يمكننا حساب ()0 عند جميع قيم ‏ المجاورة للصفر. 


سنطرح إذن على أنفسنا السؤال الآتي: ماذا تصبح قيم ()0 عندما تقترب قيم + أكثر فأكثر من 
الصفر؟ وعلى سبيل المثال لا الحصر عندما تقع ‏ في المجال ]0.1,0.1-[ محذوفاً منه 
الصفر؟ 

إنّ الإجابة عن هذا السؤال تعني دراسة نهاية التابع و عند الصفر. وفي هذا المثال نلاحظ أنّه إذا 


225-52 + هه +2 _ 
3 


كان 0 عد د كان 2 +4 = (»)و. إذن عندما تقترب قيم ‏ أكثر 


فأكثر من الصفرء تقترب قيم (»)و من 4. وبقول أدقّ : أياً كان العدد الموجب تماماً ٠»‏ تنتمي 
جميع قيم التابع و إلى المجال ]ه» + ٠,4‏ -14[ = 7 عندما تكون ‏ صغيرة بما فيه الكفاية. 
فإذا كان 0.001 = » مثلاآً وقعت جميع القيم 2 + 4 في المجال 7 في حالة ‏ من المجال 
| 0.0005 ,0.0005—]. 

نقول إِنّ العدد 4 هو نهاية التابع و عند الصفر ونكتب 4 = ()0 ذل 


الحالة العامة 


تابع معرّف على مجموعة 7 تحوي الصفر أو الصفر طرف أحد مجالاتها. حدسياً القول إن 
العدد 7 هو نهاية التابع / عند الصفر يعني أئه كلما كانت قيم » من ( قريبة من الصفر 
تجمّعت قيم (»)/ حول . وهذا يعني أنه أياً كان العدد الموجب تماماً »» فستقع قيم ()/ حتماً 
بين » -4 وك +1 عندما تكون ‏ من ( قريبة بقدر كاف من 0» وفي هذه الحالة نكتب 


f(z) = ¢‏ سنا 














21 الاح الاشتقاقي عند نقطة. العدد المشقٌ 


سنهتمٌ بالمسألة الآتية: ليكن / تابعاً معطى معرّفاً على 7» ولتكن 4 نقطة من مجموعة تعريفه. نقرن 


بكل عدڍٍ ۸ غير معدوم» يكون عنده ۸+ 0 عضرا هن (7» العدد ا - رمم 


والسؤال هو: هل للتابع (8)+ + م نهاية عند الصفر؟ 
إذا كان الجواب 'نعم" قلنا إِنْ التابع 1 اشتقاقيّ عند النقطة . 


© تعرينم 1 


ليكن / تابعاً حقيقيًاً و ۾ نقطة من مجموعة تعريفه. القول إِنّ التابع / اشتقاقيّ عند 0 ومشنة 


عند م وسار گا القرق إن اللات هكا ب م نهاية حقيقيّة عند اسفن 


نسمّي 4 العدد المشتق للتابع / عند النقطة » ونكتب / = (ه)'/. 


ر ما النتائج الواجب معرفتها عن النهاية عند الصفر؟ 
إن نتائج من النمط 7 = (7 + م4- ) مدنا و 5/ه = 5 + 2 سنا بدهيّة حدسياً وتبرّرها المبرهنات 
2+0 جدنع 


الآتية التي سنقبلها دون إثبات. 


1. 0 = ل صا و 0 = 2ه "ا وبوجه عام 0 = ”± صا إذا كان 0 < ۸. 
جع مجع 


1+0 


2. ذا كان ۶ كثير حدود كانت (2)0 = (2)8 mاا.‏ 


مجع 


3 ذا كان ”7 تابعاً كسرياً معرّفاً عند الصفر كانت (7)0 = (:ه)7 طنذآ . 


جع 
4. إذا كان 7 كثير حدود موجباً في جوار الصفر وكان 7 تابعاً كسرياً معرّفاً عند الصفر وموجباً 
في جوار الصفر كانت (2)0/, = lim J P(z)‏ وكانت (17)0لء = .lim (F(z)‏ 


5افي حال - lim f(z)‏ و € = (2)و صا لدينا 


1+0 


lim (f9)() = 47 و‎ lim(f +9)(2) = €+ € 


4+0 
نك كيف نفهم التعاريف والرموز؟ 


ا معدل تغير التابع / بين النقطتين » و ۸ + »» ونرمز إليه عادة بالرمز 


يسمى العدد 
(4)7. وهو معرّف عندما يكون 7 غير معدوم والعدد ۸ + ه واقعاً ضمن مجموعة تعريف التابع /. 


عندما نكتب معدل تغير تابع فإنّ ذلك يعني أنّ الشرطين السابقين محققان. 


@ 








- نرمز إلى العدد المشتق للتابع / عند النقطة 0 بالرمز (0”/ . فإذا كان / اشتقاقياً عند النقطة 
۾ كان 


F0) ون‎ E+) 


7 مجم 


كيف نبرهن أن تابعاً ر اشتقاقئ عند ي ؟ 


ليكن التابع م/ المعرف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة وفق 2+ - (8)/. ادرس قابلية 
اشتقاق / عند عدد حقيقي © واحسب (0)//. 


لدراسة قابلية اشتقاق ۶ عند © نطبق التعريف 1 فنشكّل معدّل تغير التابع f‏ بين © و + ه 


ثد ند .lim t(h‏ 
تم رس )۸( lim‏ 





5 إذا كان + عدداً حقيقياًء كان معدل تغير التابع / بين النقطتين » و ۸+ ه هو العدد 


f(a + حرط‎ f(a) 


(n) = 


ولما کان ”ب = (ت)رء كان 


2ah +‏ _ 2م — (a + h)^‏ 
h h‏ 
نستنتج أن 20 = (4)۸ زاء ون التابع / اشتقاقيّ عند النقطة » وأن 20 = (ه)'/. 


1)۸) = = 2 +h 


9 لما كانت النتيجة السايقة صحيحة أي كان العدد ي٠‏ استنتجنا ُن 1 اشتقاقي عند کل عدد ۾ 
وأنَ 20 = (0). فعلى سبيل المثال / اشتقاقي عند 1- و 2- = (1-) ×2 = (1-)//. 


هذ تدر 


© ليكن التابع / المعتف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة بالصيغة 4 - 32 = ()/ . ادرس قابلية 
اشتقاق / عند 5 واحسب (5)/. 


© ليكن التابع / المعتف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة بالصيغة 1- 35 = ()/. ادرس قابلية 
اتاق ر عند 1 واحسفة 0 








© بعض تطبيقات ال“ تقاق عند نقطة 


2. المماس لخط بياني 


7 تعريه 2 
ليكن © الخط البياني للتابع ر الاشتقاقي عند النقطة ». إِنّ المماس لمنحني التابع ر في النقطة 
((41)0,7)0 هو المستقيم المار بالنقطة 4 وميله (ه)'/. 

التأويل الهندسي 

لتكن 14 النقطة من الخط البياني © التي فاصلتها ۸ + ه (0 = ”). إِنّ معدل تغير التابع »f‏ أي 

الا ل هو ميل المستقيم ‏ (434ر): ولما كانت 

f(a +h) = f(a) 

h 


LL 4‏ . 
lim = f(a)‏ 
أمكننا اعتبار المستقيم (7) المار بالنقطة 4 وميله (ه)'/ء هو الوضع النهائيّ للمستقيمات (414) 


عندما تقترب النقطة 14 من النقطة 4 مع بقائها على المنحني 0. 





9 تعطى معادلة المماس للمنحني 0 في النقطة ((4)6,7/)0 بالعلاقة 

y = f'(a)(z - a) + f(a) 
نعلم في الواقع أنّ ميل المماس هو (8/ وعليه تكتب معادلة المماس بالصيغة م + 2(ه6”/ = ن ولمًا‎ 
كان المماس يمر بالنقطة ((ه)/,4)4 استنتجنا من ذلك أنّ (0)/ره - (ه) = م ونجد المعادلة‎ 
المطلوبة بتعويض قيمة 7 في معادلة المماس.‎ 


® 





2. التقرب التالفى الحلى 

ليكن © الخط البياني لتابع / اشتقاقي عند النقطة م» وليكن 7 
المماس للمنحني © في النقطة ((4)0,/)0/. يظهر من الرسم أنّ 
المستقيم 7 قريب من المنحني © في جوار النقطة 4 ويمكننا إذن أن 
نستبدل بالمنحني © المستقيم 7 بقرب النقطة 4. بعبارة أخرى نستبدل 
محلياً بالتابع / التابع التآلفي المعرّف بالمستقيم 7ء أي إِثّنا نستبدل 
بالعدد الحقيقي (7 + 7)0/ العدد الحقيقيَ (7/")0 + (0)/ عندما تكون 
7 قريبة من الصفر. 

يعطي أي مستقيم مار بالنقطة 4 تقريباً تآلفياً للتابع / ونقبل أنّ أفضل تقريب هو التقريب الذي نحصل 
عليه باختيار المماس في النقطة 4 . 





9 تمثّل المسافة 117 القيمة المطلقة للخطأ المرتكب. 


وص ما فائدة التقريب التالفي المحلي؟ 
٠‏ إنّه يفيد في تبسيط الحسابات. فمثلاًء سنرى في التمارين أنّ 2 + 1 هو التقريب التآلفي المحلّي 
للتابع + N/1‏ جا8» ومن الواضح أن حساب EE‏ أبسط من حساب ۸ + 1/ جا ۸. ولکن 
لا فائدة من هذا التقريب إذا لم نكن نعرف حداً أعلى للخطأ المرتكب وهو في هذه الحالة ا. 
- على العموم» استطاع الرياضيّاتيّون تقريب التوابع محلياً بكثيرات حدود وحساب تقدير للخطأ 
المرتكب. ولكن لماذا التقريب بكثيرات الحدود؟ لأنّ حساب (27)5 لا يتطلب إلا عمليّتي الجمع 
1 وي 1 


والضرب. فمثلاً 7ب + e‏ تقريبٌ محلّي في جوار الصفر للتابع :2زم جا يي 


ص كيف يتدخل الاشتقاق في باقي العلوم؟ 
٠‏ لمعدّل تغيّر تابع / بين النقطتين م و م 1-14 كلك مدلول ملموس فهو يفيدنا في 
قاين افر الس تار با 


6 





إذا تحركت نقطة ماديّة على محور ودل (5)4 على المسافة المقطوعة إلى اللحظة » دل العدد 


: 22 S(t + h) - S(t 
ولاك على السرعة الوسطيّة للمتحرك بين اللحظتين ما و ۸ + ما. يتيح لنا مفهوم‎ 1) 2) 


اه اق رت اف ا 1 ت ا ق سل مر 
في اللحظة و بأتها 


ıı 3 +) = S(t) 
h¬+0 h 


فهي إذن العدد المشتق للتابع (#)5, جا{ عند ما. 


معادلة مماس ورسمه 


اكتب معادلة المماس لمنحني التابع 2ه ب : / في النقطة التي فاصلتها 1- ثمّ ارسم هذا 





ظ 


٠‏ وجدنا في مثال سابق أنّ / اشتقاقئ عند 1- وأنّ 2- = (1-)// . وعليه يقبل الخطّ البياني للتابع 
مماساً 7 في النقطة التي فاصلتها 1- معادلته» وفق ما درسناهء هي 


f)-1(‏ + ((1-)-#)(1-)ثر دوع أي 20-1 دن. 


٠‏ نعلم أنّ المماس يمر بالنقطة (1,1-) ٠۸‏ لرسمه علينا تعيين نقطة ثانية منه. 
فمتلاً (1-,2)0 تحقق معادلة المماس فهي واقعة عليه والمماس هو المستقيم 
(48) نفسه. 


هذ تدر 

0 عيّن معادلة للمماس للخط البياني للتابع المعطى / في النقطة التي فاصلتها ». 
a=0 ©‏ ف ع رمال 
f(z) = -z +4 a=1 ©‏ 
© 1= 2+ ته = f(a)‏ 


© نجد في الشكل المجاور الخط البياني لتابع اشتقاقي / . تأمّل الشكلء 




















وأجب عن الأسئلة الآتية. 2 3 
© اكتب معادلة المماسين المبيّنين في الشكل. 5 5 

















© استنتج تقريباً تآلفيَآً محليّاً لكل من (۸ + 3-)/ و (۸ + 2)/. 
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© 9 تقات التوابع المألوفة 


3 الام المشتق 


7 تعريم 3 


ليكن / تابعاً معرّفاً على المجموعة ,2 وليكن 7 مجالاً أو اجتماع مجالات محتوى في ,2 . نقول إِنّ 
ر اشتقاقي على 7 إذا كان اشتقاقياً عند كل نقطة من 7 وفي هذه الحالة نسمّي التابع الذي يقرن بكل 
» من 7 العدد المشتق (”/ التابع المشتق للتابع / ونرمز إليه بالرمز '/. 


ليأ رجن في مثال سابق أنّ التابع *ه به f:‏ اشتقاقي عند كل عدد حقيقي ۾ وأنّ 


0 = (0)/ . نستنتج أنّ / اشتقاقي على مجموعة الأعداد الحقيقيّة وأنّ تابعه المشتق هو التابع 
المعزف على مجموعة الأعداد الحقيقية وفق :2 جرج : /ر. 


3. . التوابع الوشتقة لبعض التوابع المألوفة 


07 هُبِرهَنة 1 


كل تابع تآلفي م + ص به  :‏ تابعٌ اشتقاقي على » ومشتقه التابع الثابت firm‏ 
إذا كان 0 ع ۸ كان 








_ مح سه حدم + ma +h)‏ 
h‏ 
أي إِنّ التابع + هو التابع الثابت م ج١8‏ . نستنتج أنّ +7 = (۸) ٠1ا‏ . 


h¬+0 
4 0 م42‎ 
3 E 


. هو التابع المعرّتف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة وفق 1= (2م)//‎  : إِنّ مشتق التابع » ب‎ ٠ 
ضع 1 = "” و 0 = م في المبرهنة السابقة.‎ 

٠‏ إِنّ مشتق التابع الثابت م ا »:' هو التابع المعتف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة وفق 
0 = ()/. ضع 0 = ” في المبرهنة السابقة. 


(h) = 


m 
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@ مُبرهَنة 2 


التابع f: + Nz‏ اشتقاقي على المجال ]مه + ,0| وتابعه المشتق هو التابع المعّف على 
00 1 7 

. کے کے‎ 0, +oo 

ا | وفق )»(/ 


أیاً كان 0 < ۾ و 0 عد ۸ كان 


_ fa +) - f(a) _ Ja +h - a 
عم مك‎ E ST 
وبضرب البسط والمقام بالمقدار ۾ ل١ + ۸ + هل نجد‎ 
7 1 


h(a +h + a) Na EB +a 

ونستنتج من العمليات على نهايات التوابع أن 
lim ( a +h + la) = Na‏ 
مجعم 


1 


` Na 


© مُبرهَنة 3 


1. التابع # «ذه م  :‏ اشتقاقي على مجموعة الأعداد الحقيقيّة ومشتقه على هذه المجموعة هو 


."60( = زاء إذن / اشتقاقي عند ۾ و س‎ /)00( Ek 


2a 


. f : 2 1> COST 
م اشتقاقي على مجموعة الأعداد الحقيقيّة ومشتقه على هذه المجموعة هو‎ : 4١+ التابع :مومه‎ .2 


.f' : ض3‎ —sinz 


قبل هذه المبرهنة دون إثبات. 


وص كيف نستعمل التابع "؟ 
تُمكننا معرفة التابع المشتق من الحساب السريع للعدد المشتق عند نقطة» إضافة إلى كونها تعفينا من 
حساب ٤)۸(‏ طلذا . 

0م 


@ 





[لكلج]أ رجن أن التابع ل ب 4 : ثم اشتقاقي على المجال |0ه+ ,0[ وتابعه المشتقّ هو التابع 
1 7 ْ 46 1 
حت باج : ا . نستنتج أن / اشتقاقى عند 1 وان = = (1)'/. 
Na‏ م 3 >= 

وك لماذا لا يقبل التابع |:ه | + ج : f‏ الاشتقاق عند الصفر ؟ 

لأته ليس لمعدّل تغير هذا التابع نهاية عند الصفرء ذلك أنّ معدل التغير بين 0 


14 


و0+78 Es‏ = (1)۸. إذن 1= (۸): في حالة 0 < "۸› و1- = (۸) في 





حالة 0 > ۸. فلا يمكن أن يقبل التابع (8)+ ب 7 نهاية عند الصفرء فمثلاً عندما 
تتحوّل ۸ في المجال ]0.01,0.01-[ لا تتجمّع قيم (۸) حول العدد الحقيقي 
نفسه /. 

رض التابع له جه :د : / غير قابل للاشتقاق عند الصفر, لماذا؟ 

لأته ليس لمعل تغير هذا التابع نهاية حقيقيّة عند الصفرء ذلك أنّ معدل التغير بين 0 و7 +0 هو 
1 له 


ET‏ ۸ قريبة جداً من الصفر تصبح قيم ۸ / قريبة أيضاً من 


اضفر لان 0 = 0/7 زا . وعندما نحسب مقلوب أهذاد موحية تماما وقريية من الضقر فخضل على 
جب 

أعداد لا متناهية في الكبر ولا يمكن أن تتجمّع حول قيمة حقيقيّة ثابتة. 

و لماذا يقبل» مع ذلك» منحني التابع أ جم :1 : / مماساً عند الصفر؟ 


يجننا اذا اق و در عر كاين لاقن عه الصف راك الف كار س 


متناهياً في الكبر عندما تقترب ۸ من الصفر. وا ي ي ت ا 

مسي جيه (01). فإذا 

قر ل کے کن الام ر عر تبن لقان ند السا » فإنَ لخطه البياني مماساً 

محور التراتيب. ونقول أيضاً إنّ لمنحني التابع / مفانياً شاقوليّاً في النقطة 0. 

کچ تدر 

احسب فيما يأتي المشتقات (:"/ » مبيّناً المجموعة التي تكون عليها حساباتك صحيحة ثم احسب (0)”/ . 
© مده بولح د ممم © a=4‏ بهل - f(a‏ 




















f(«) = sin x, ده‎ © f(z) شة ح‎ 1, a= -1 © 


6 


























العمليات على التوابع الاشتقاقية 


الإثبات إلى قراءة ثانية والاكتفاء بمعرفة الخواص والتمگن من تطبيقها. 


7 مُبرهَنة 4 


إذا كان » و٠‏ اشتقاقيين على المجموعة 2» كان « + u‏ اشتقاقياً على 7 وكان 
7 
"و + ا = (u + v)‏ 
الإثباءته 
إذا كان ۾ من 7 كان 
(u + v)(a + h) — (u + u)(a)‏ 11 


h 
ula + h) + v(a + h) - u(a) — v(a) 


h 
_ ua +h) - (a) 1 مان‎ + h) - u(a) 
0 1 
نضع‎ 
(0)ه- 2 + بم )نه ا‎ 0 ua + ا‎ - )@( 
نستنتج إذن‎ . lim t,(h) = و(0)اه‎ lim t,(P) = لما كان كل من » و٠ اشتقاقياً عند ۾ كان (ہ)'‎ 


أن v'(a)‏ + (م)"» = .limt(h)‏ ونا کات هذه الفا س انا عانق ومن الت اتسنا أن 


(u +) = ا‎ + u 


4 ی چا رب الأسين 


إذا كان » ون اشتقاقيين على المجموعة (2» كان »۰ .ں اشتقاقياً على 7 وكان 
£ 
أ لدو (uv) = u‏ 


وبوجه خاص إذا کان ۸ عدداً حقيقياً كان 2٠‏ = '(20). 


© 








إذا كان ۾ من 7 كان 
(u- v)(a + h) — (u - u)(a)‏ 
h‏ 
uta + h): ula + h) — ua): v(a)‏ 


h 


- a a O اسان‎ 


)0 1 
اا فلك الرموك ارات في الوه ا تكد 
h)‏ + هارا ٠‏ (م)ن + t(h) = t(h)‘ u(a + h)‏ 
ولعن cua + h) = v(a) + ht,(h)‏ ولما كان ر اشتقاقياً عند © استنتجنا .lim v(a + h) = v(a)‏ 
إن كل من » وه اشتقاقي عند » إذن 


lim t(h) = u! (a)u(a) + u(a)v' (a) 
.)ن٠م(‎ - هذه التقيجة ية ایا كان ۾ من 77 . ينتج من ذلك أن "سه + ہا‎ 


إذا كان 2 عدداً حقيقياً وكان ل جا u:‏ كان 0 جاج : ان ومنه /( = [20). 


چ مُيرهَنة 6 
1. أيا كان العدد الطبيعي غير المعدوم ٠»‏ كان التابع "» ب اشتقاقياً على مجموعة الأعداد 
الحقيقيّة ومشتقه التابع "2م جا 4. 
2 کل كثير حدود وه + بم + ۰۰۰+ a,‏ + "رورم ج4 P:‏ اشتقاقي على مجموعة الأعداد 
الحقيقيّة ومشتقه هو 
به + ... + 7 "2ڊ_ (n - Da,‏ + ايو روم P': qz‏ 
1. نضع ”م با : /ر. نعلم أن النتيجة صحيحة في حالة1 = « و2 = م. لحساب ار نكتب 
٠‏ / = ر وبتطبيق المبرهنة 5» نجد أنّ ر اشتقاقي على مجموعة الأعداد الحقيقيّة وأته أياً كان 
العدد الحقيقي » كان 
x 2») = 3‏ ( + نه (1x‏ = 
يمكننا بهذه الطريقة التقدم خطوة خطوة لأننا إذا أثبتنا أن ”مم = (»)/ استنتجنا أن 
+ م) = (هم) ار وذلك بان نکب رر = ر 
2. إِنْ هذه القضية نتيجة للقضية السابقة وللمبرهنتين 4 و 5. 
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4. مشق مقاوب تابع 


© برقن 
إذا كان ٠.‏ اشتقافياً على 2 وكان 0ع زم) وذلك آیا كان ےھ من 5 کان ل اشتقاقياً على 5 
2 
/ 

أنه 1 
قن ےک 
ودن 

6 u 

لیکن 0 نضا من 7. لما كان » اشتقاقياً عند ۾ كان u(a)‏ = زط + ماه .lim‏ ولما كانت قيم 


ا 


ند 06 غير معدومة أيضاً عتما تكرن « في جوار الصف أمكننا قغريف فسبة تزايد التابع “وهي 
: لومي 

















(n) = 1_1 _ 1  _1 e) ua +P) 
h ua +h) اط إ(م)نس‎ ula + h)- u(a) 
2 1 مان‎ + h) - u(a) 
مان‎ + 8( ٠١ u(a) h 
وهو المطلوب» لأنّ هذه العلاقة صحيحة‎ lim t(h) - 0 - ١ ومنه نجد أنّ‎ 


عند كل نقطة ۾ من (7. 


97 مُبرهَنة 8 
أياً كان العدد الطبيعي 1 < ۾» كان -ل + :ه اشتقاقياً على *18 ومشتقه هو ل - باه. 
1 1 
الإثباءته 
أياً كان العدد الطبيعي 1 < ٠۸‏ نضع "نه = ()ه فيكون حب = ب = (هار. ولان هتقان كن 
مجموعة الأعداد الحقيقيّة» فهو اشتقاقئَ على *2ء وإذا كان 0 عد » كان 0 (0)5. نستنتج وفقاً 
للمبرهنة ٠7‏ أنّ / اشتقاقيَ على *۸ وفي حالة 0 = 5 لدينا : 


5 2 
E 9 


يمكن جمع المبرهنتين 6 و 8 معاً بالقول إنّ مشتق "ى با« هو ”يس با في حالة عدد 


























صحيح غير معدوم ۳. 
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4. مشو خارح فسمة تاعين 


إذا كان » و0 اشتقاقيين على 2» وكان 0 ع (0)0 أياً كان العدد الحقيقي ۾ من (› كان 


التابع 7 اشتقاقياً على 2» وكان 





نكتب التابع “ بالشكل 5 × ثم نستفيد تياعاً من المبرهنتين 5 و7 فنجد المطلوب. 


5.4. مشق الاح 4 + u(az‏ جربج 


#7 مُبرهنة 10 


ليكن ‏ تابعاً اشتقاقياً على (» وليكن 0 و 0 عددين حقيقيين» ولتكن ل مجموعة الأعداد ٭» 
التي تجعل 0 + :ته عنصراً من 7. عندئذ يكون التابع (5 + :دم)» ب + : م/ اشتقاقياً على » 
ومشتقه هو التابع 
ou) + 6(‏ = (جه)"/ جا 4 
9 التابع ‏ هو ناتج تركيب التابعين ( + نتم جام ثُمّ . 
وى كيف نطيّق المبرهنة 10؟ 
تفيدنا هذه المبرهنة بوجه خاص في إثبات ما يلي: 
٠‏ التابع 5 + هل + :د اشتقاقيّ على المجال ]مه+,ه/5 -[- ل إذا كان 0 < ٠‏ أو على المجال 
]ه/ة-,مه - [ ع 7 إذا كان 0 > ۾ ومشتقه على 7 هو التابع 


0 


+b‏ تون ل21 


٠‏ التابع (0+ ندم)ومه + اشتقاقئَ على مجموعة الأعداد الحقيقيّة ومشتقه على ۸ هو التابع 


MH E 








.3 جا‎ asin ) az +b) 


٠‏ التابع (0+ #ه) اء ب ى اشتقاقئ على مجموعة الأعداد الحقيقيّة ومشتقه على ۴ هو التابع 
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+b)‏ تمه ) a cos‏ جرارو. 














ليرا مسن ہس 


مَتَأمَل التابع أدج يج برج :ير المعزف على أمه + ,0 | . احسب ()'. 
نلاحظ أنَّ / يساوي مجموع التابعين ± جا u:‏ و هله ما : . التابعان » و« اشتقاقيان على 


|مه+,0[ = 1 وأيَاً كان :ه من 7 كان 1 - )"د لذن بالاستفادة من المبرهنة 4 


7 1 
لو كر 
نس أنّ / اشتقاقي على 17» وأنّه مهما تكن من 7 يكن 


1 
مشتق تابع كثير الحدود 


لجس للح (بن)"' 
2 (:2) 1 
التابع ‏ تابعٌ معّف على ۸ بالعلاقة 3 + 10# + 82 - 52 = ()م . احسب (8)”/. 


I 
نلاحظ أنّ تاب كثير الحدود من الدرجة الثالثة» فهو إذن اشتقاقي على ۸ عملاً بالمبرهنة 6. نطبّق‎ 
: إذن هذه المبرهنة بالأسلوب الموضّح فيما يلي‎ 

f) = 5 2|83 2+10 | م‎ +3 

0 5 = (ي)/ 


فالتابع المشتقّ ()”/ هو التابع المعتف على 12 بالعلاقة 


0 + 6± - 152 = (به)'/ 
مح عدام صرايا 


أثبت أن التابع :مله [1 + -3) م :ه  :‏ اشتقاقي على |مه-+,0[» واحسب (2)"/ . 




















الك 
نلاحظ أنّ 1 يساوي جداء ضرب التابعين 1+ 32 جا 2 RNa” u:‏ ولكن التابع u‏ 
اشتقاقي على ٩‏ فهو اشتقاقي على | + ,0| = 1» و 6± جه : /نه. وكذلك» نرى أنّ التابع 0 اشتقاقي 


عن 1 وك ب : '0. وبالاستفادة من المبرهنة 8 نشت أن ر اشاق على رنه مهما 
21/7 1 


تكن من 7 يكن : 
N‏ 2 
س 


ا اشتقاقن على مجموحة تغريقه ورعن التابع المشنق: 


@ 


f(a) = 6z x la + (32 +1) x 


E9 
Na 





أثبت أنّ التابع 




















» نلاحظ أن + = f‏ مع 22-1 جا :ں و 1+ :3- جام : ن. ينعدم ٠):(‏ إذا وفقط إذا كان 


g8 


2 








1 . لصيس i‏ الس 5 
» التابعان » و0 اشتقاقيان على 1 (تابعان تآلفيّان) فهما اشتقاقيّان على ,2. ولما كان vu‏ لا ينعدم 
على ,5 استنتجنا وفقاً للمبرهنة 9 أن م اشتقاقي على ,72 وأنّه أياً كان نه من ,2 كان 
1- (3-) 1 - 22 - (1 + :و3-)2 


00 (32 + 17 1 )-3# + 3 


9 نبرهن بالطريقة ذاتها أنْ أيّ تابع كسري اشتقاقيٌ على مجموعة تعريفه. 


أقبت أنّ التابع 4 + :م2-/. م ب : ر اشتقاقيَ عند 1» ثُمّ احسب (1)'/. 











و لے جاو 


Na 
التي تجعل‎ x نستنتج» بناءً على المبرهنة 10ء أنّ التابع / اشتقاقي على 7. مجموعة العناصر‎ ٠ 
1 -1 


اج لس هد = اادد × 
4 ديول 4+:2-/2 


۾ م ا ا ا . عي 1[ 1- 
نستنتج ان ر اشتقاقي عند 1» وان ا 
راح 


هذ تدر 


احسب فيما يأتي المشتقات ”/» مبيّناً المجموعة التي تكون عليها حساباتك صحيحة. 


9 = (4 + و2-)"ن2- = (و)/[ 


١ 10( 








© 2-5 + قن = (مار © 3+ سل ده = f)‏ 
f(x) = sin(2z + 7) ©‏ 0 كد = رهاز 
2-3 
© (ندة)وم + هه = f»)‏ © . + يوادنه كت 2 
32 
© + :22 سه نه = f(x)‏ 8 د م 









































"نج جرع nam‏ جربو *ال ع م 
او e‏ 0 عد nEeN*,z‏ 
1 
e E‏ أمه+ ,0| € نه 
Sinz‏ جربو COST‏ جار z ER‏ 
COST‏ جا رع 2 - جر بع z ER‏ 
u+v‏ انه + u‏ 
uu + uu! uv‏ 
١( <١‏ ثابت) i‏ تنبّه إلى الشروط الواجب 
1 سر تحقّقها عند تطبيق هذه 
0 0 العلاقات 
uv — uu! u‏ 
u‏ 0 
uaz + b)‏ جاجع (5 + au (az‏ جرب 


* مشتق (4 -3#)ومك جا : ثم. هنا (0+ u)‏ = (»)/ حيث :وت جا 2 :ں و3 = إذن 


. (و)'[/‎ -- 3sin)32-4( 
= مشتق (2 + 5#-)نزو جا بن : ثم. هنا (2+86م) = ()/ حيث ومو جام :نه و5‎ 


إذن (2 + و5 -)وم 5- = (به)'[/ . 





2 
مشتق جا .f:‏ هنا 2ك = حيث كن جا u»:‏ و1+z‏ جاس :ان إذن / 
3 


u2) 
اشتقاقي على (1501-1 و :2 = ()"» و1 = (»)س وعليه يكون‎ 


2% + 22 5 س (1 + )22 _- (:2 )0 . 


(a +1) (a + 1“ 


0 












































لو اک ١‏ متا 


رل الح عن العف التشتق رفا اة ا = 0 إلى هينات ا عق 


h¬+0 
الصفر. ولحسن الحظ تعفينا معرفة التابع المشتق من حساب هذه النهاية عند كل نقطة يكون / اشتقاقياً‎ 
. عندها‎ 
لحساب العدد المشتقّ للتابع 1+ 2ه م4 : / عند النقطة 1= . نحدّد أولاً التابع المشتق‎ 
./')1( = 221 - 1 ونكتب 2 جا ي : // فيكون‎ 


إذا كان / اشتقاقياً عند النقطة ٠‏ قبِلَ خطه البياني مماساً في النقطة ((4)0,/)0.. ميل هذا المماس 
يساوي (0”/ فهو إذن مماس أفقيّ أو مائل ولكنه لا يكون شاقولياً. ولكن هناك منحنيات لتوابع تقبل 
مماساً شاقوليًاً عند نقطة ((4)0,/)0 من المنحني دون أن يكون التابع الذي يمثله المنحني اشتقاقياً عند 
النقطة ه. 


تابع الجذر التربيعي معرّف عند الصّفر وغير قابل للاشتقاق عند 
الصفر ويقبل منحنيه مماساً شاقولياً في النقطة (4)0,0. منه. 





إضافة ثابت إلى تابع لا يغيّر من عبارة التابع المشتق. 


للتابعين ”ج جام و 5 + 2ج باج المشتق نفسه. 
عند ضرب تابع بعدد حقيقَّ ۸ نضرب المشتق بالعدد الحقيقي نفسه. 
# من المفيد عند حساب التابع المشتق / للتابع / كتابة التابع / بصيغة مجموع أو جداء أو نسبة 
ومن ثم تطبيق المبرهنات أو الجدول التلخيصي. 
ف 
منعكسات يجب امتلاگها. 


لحساب (:”/ بالاستفادة من العمليّات الجبريّة» ومنعاً من ارتكاب أخطاءء لا تتردّد بكتابة التوابع 
المرحليّة التي تستعملها بوضوح. 








ليكن / التابع المعتف على |0ه+,0] بالعلاقة 





OP ا‎ e r 
كار )/. يمكننا آن نكتب اك زمار‎ 


بذ هد = (م)» و1+ »= (ء)ه. التابع » اشتقاقي على المجال ]0ه +,0[ = 1 والتابع ٠‏ 
1 


اشتقاقي ولا ينعدم على 7. إضافة إلى ذلك لدينا1 = (:ه)'ن 0 = ()". إذن يمكننا أن 
21/2 


نكتبء أا كانت + من 7» ما يلي : 


1 
rr _ U(z)u(z) — u(z)u'(z) _ 50-7‏ 
f (»)‏ 
)1+ ( ر 
اة هك 5 
لزاع مله . 


ا لتعيين معادلة للمماس للخط البياني ,0 في النقطة 4 التي فاصلها ٠»‏ تذكر أوَلاً أنَ ميل هذا 
المماس يساوي (0”/» فلمعادلته المختزلة الصيغة 8+ (0”/ = ي ثُمّ تذكّر أنه يمر بالنقطة 4 وهذا 
ما يسمح بتعيين 5. 


ليكن © الخط البياني للتابع 1+ 3 = (»)/» ولتكن 4 النقطة من © التي فاصلتها 2. إِنّ 
التابع / تابعٌ اشتقاقي عند 2 ولدينا 12 = ”(2) × 3 = (2)/ . إذن هناك مماس للخط البيّاني © 
في النقطة التي فاصلتها 2 ولمعادلته الصيغة 6 +12 - «. يمر هذا المماس بالنقطة التي 
إحدائيّاتها ((2,/)2) أي (2,9). إذن +122 - 9. أو 15 = 0ء فمعادلة المماس 
المطلوب هي 125-15 = ن. 


#ا إِنْ مشتق التابع (5 + :هم)يم ج١:‏ هو (ط + ن:دوه)/م جب : فلا تنس المقدار <0». 
لا تظدّن أنّ التوابع تقبل الاشتقاق على مجموعة تعريفها. 


التابع :لہ ب معرّف عند 0 ولكنّه ليس اشتقاقيّاً عند 0. 


@ 





م 


نشاط 1 إنشاءً مُماسات هندسياً 
© حالة القطع المُكافئ 2ه = ل 


ليكن 7 القطع المُكافئ الذي مُعادلته 2 = ن في مغلم متجانس ,0,1 ). ولتكن قر تقطلة هنا امن م 
فاصلتها ۾ و0 عد ه. لإنشاء المماس في 4 للقطع 7 نتبع الخطوات الآتية: 

0 ثنشئ المسقط القائم 7 للنقطة 4 على محور التراتيب. 

© ثنشئ 7 نظيرة النقطة 7 بالنسبة إلى 0. 

© نرسم المستقيم (14) فيكون المماس في 4 للقطع 7. 
عل صحّة هذا الإنشاء. 


© حالة القطع المُكافئ ع + y = az” + bz‏ 








ليكن / التابع المعرّف على 8# بالعلاقة م + :هم + ”مه = (»)/ و0 ». وليكن © الخط البياني 

للتابع م في مغلم متجاشن (0,44). ولتكن 4 و 8 نقطتان كيفيّتان من الخط البياني © فاصلتاهما 
© و6 بالترتيب. نفترض أنّ 8 عد ». 

1. أثبت أنه يوجد مماس وحيد للخط البياني © يكون موازياً للمستقيم (48.)» وأنّ فاصلة نقطة التماس 
الموافقة هي المتوسط الحسابي لفاصلتي النقطتين ۸ و 8. 

2. استنتج إنشاءً هندسيّاً للمماس للخط البياني © في نقطة منه. 

3. أنشئ فعليّاً المماسات للخط البياني الذي معادلته 3 + 2ه = ن في النقاط التي فواصلها 1- و1 
و2. 

© حالة القطع الزائد 2 = بي 

ليكن 74 القطع الزائد الذي معادلته دن في مَعْلَم متجانس | 0,6,7). ولتكن /1 نقطة من 74 

فاصلتها ۾ مع 0 ± ۵. 

1. اكتب معادلة المماس للخط البياني /7 في /1. 

2. احسب إحداتيات 4 و 8 نقطتي تقاطع هذا المماس مع محور الفواصل ومحور التراتيب. 

3. أثبت أنَ 14 هي منتصف القطعة [48]. ثْمَ اسم شكلاً يوضّح ما أثبتّه. 

4. استنتج طريقة الإنشاء الهندسيّ لمماس للخط البياني /7 في نقطة منه. 
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نشاط 2 الوضع النسبي لخط بياني ومماساته 

9 بوجه عام» تعيين الوضع النسبي لمنحنيين ,0 و معادلتاهما 
()6 = و )يدر بالترتيب. هو إيجاد مجالات أعظمية من حيث 
طولهاء يكون عليها © فوق ,6» إِذْ نقول إن النقطة (,14,),0 من ,0 
تقع فوق النقطة (؛,:ه)ر/11 من ,0 عندما رل < ٠,‏ 

إذن تؤول المسألة إلى إيجاد مجموعة قيم ‏ التي تُحقق ()ير < (2)/ . 





© القطع المكافئ والمماسات 


ليكن 7 القطع المُكافئ الذي مُعادلته 2 = ي في مَعْلّم متجانس [0:7,7). ولتكن /1 نقطة ما من 7 
فاصلتها ۾ و0 عد ه. 
1. اكتب معادلة للمماس ,7 للقطع 72 في 11. 
2. أثبت أنّ دراسة وضع القطع 7 بالنسبة إلى ,7 تؤول إلى حل المتراجحة 
0 > 2ن + 2a2‏ - ذنم 
بالنسبة إلى المتحوّل 2. 
3. أثبت أنّ القطع 2 يقع فوق جميع مُماساته. 


© الخط البياني الذي معادلته به = ل 


ليكن © الخط البياني الذي مُعادلته 5 = ر ولتكن 11 نقطة ما من © فاصلتها ۾ . 
1. اكتب معادلة للمماس ,7 للقطع ۶ في 11. 
2 أثبت أن دراسة وضع 6 بالنسبة إلى ,7 تؤول إلى حل المتراجحة 
0 > 2 + 82 - ثبو )1( 
3 © أثبت أنّ ( 20 دوه ")رودم = = تو 
© استنتج تبعاً لقيم » حل المتراجحة (1). 
© استنتج تبعاً لقيم ه وضع الخط البياني © بالنسبة إلى ,7. 


@ 


1 


ام ا 

















الاتية. 
a=1 © j)2) = -2 + 3, a=3 ©‏ ا 
32 
a=2 © f(a») = 2 -5+3, a=2 ©‏ ,م دض -ح f(z)‏ 
١ a=0 ©‏ ل - (م)ر © f(a) = 22 6z, a€R‏ 
و 
a€R ©‏ 1+ ثم = f(a)‏ 0 عد a‏ د 
32 
ت نجد في الشكل المجاور الخط البياني لتابع اشتقاقي /. تأمّل 3 
الشكل» واملأ الفراغات فيما يأتي. 
f(0) =‏ :ع f(0)‏ 1 
SES mE E: f(2) =, f(2) =‏ 
f(1) =, f(1) =‏ 

















3© اكب معادلة للمماس للخط البياني للتابع المعطى ر في النقطة التي فاصلتها ۾ . 

















O a4 © f») = و‎ + 4, û31 © 
3 
f(r) =2:+p, a=3 © f(a) = a -5 +3, a =2 © 
f(z) = a + بيه‎ a =2 © (= 2ن 1 ل‎ 0 © 
وا‎ 
Om. EE = e تصن‎ © 
1 
أثبت فيما يأتي أنّ التابع المعطى / اشتقاقي على المجموعة 7» واحسب تابعه المشتق.‎ @ 
ك4 + و ج : زر‎ D=R O 
fiat كن‎ +3, D=R @ 
fiz 2 دنس‎ 2 D=R @ 
f D= R\{O} © 
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5-5 اض فا ناك کات )ار ارو أو بو كزع ملعا اع الفى كر لبها اا 


0. 


صحبحه. 


0 


/)»( = 342 + rz © (2) = -5 + 4-2-5 © 
5 2 

® كدلب دمر © 7 = 

f = (u +1) © سار‎ = (2u + 3)(5u +1) © 

f») = -2cos 2 + 2 f(t) = tsint © 








© لین ر التابع المعتف على ۸ بالعلاقة 
82-5 + 7 - 32 = (جو)لر 
© أثبت أنّ الخط البياني للتابع ‏ يقبل مماسات عند كل نقطة من نقاطه. 
© أيقبل الخط البياني للتابع / مماسات توازي محور الفواصل؟ 
© احسب فيما يأتي المشتقات ()"» مبّنا المجموعة التي تكون عليها حساباتك صحيحة. 























© ,+=( 3 7ك - هر 
9 كت = (م)ر 9 لبق - (مر 
ع -2 1 1 
u © = ©‏ بل 
- زمار ا دح = )1 
E E‏ ع رمم 
:د - 4 12 
€3 لن / التابع المعزف على * بالعلافة كي = ()/ 








© أثبت أنّ / اشتقاقي على 12 واحسب ()"/ . 

© أوجد معادلة للمماس في النقطة التي فاصلتها ٠‏ للخط البياني للتابع /. 
© ابعر التابع المعرّة | = [ بالعلاقة 

ليكن / بع المعّف على /2,5-| 7 بالعلاقة 


Sin 2 





f(z) = tana = 
COS 


أثبت أنّ / اشتقاقي على 7 واحسب ()'/. وتحقّق أنه مهما تكن » من 7 يكن 
fF)‏ 
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لنتعلم البحث معأ 


ليكن / تابعاً كثير الحدود من الدرجة الثانيةء وليكن © خطه البياني في مَعْلم متجانس. نفترض 
أنّ النقطة (4)1,6 تقع على © وأنّ المماس 7 للخط البياني © في النقطة التي فاصلتها 2 
يوازي المستقيم الذي معادلته 5 - 102 عدن ول خيرا أن 3 = (2)/. 


عين التابع / في حال وجوده. 
92 نحو الحلّ 
4 يتعيّن كثير الحدود بمعرفة مُعاملاته. نفكّر إذن بكتابة م + نمم + مه = (م)/ والأعداد ۾ وا 
وء أعداد حقيقيّة. نريد معرفة إذا كان بالإمكان تعيين هذه المُعاملات كي تتحقّق الشروط المُعلن 
عنها في نص التمرين. 
1. علّل صحة الخاصتين الآتيتين: 
٠‏ يمز0 بالنقطة 4 يُكافئ 6 = (1)/. 
- يوازي المماسل 7 المستقيمَ الذي معادلته 5 - 102 = ب يُكافئ 10 = (2)'/. 
د. أثبت أنّ المسألة المطروحة ثكافئ: أتوجد أعداد + و( وء تُحقق ما يأتي ؟ 
10 = م6 + 4a‏ 
6 = م + م + a‏ 
89 ج  @‏ 87 + :44 
# لست مُعتاداً على حلّ جمل معادلات مثل هذه» ولكنّ المعادلة الأولى لا تضم إلا مجهولين» فهي 
تتيح لنا مثلاً التعبير عن 0 بدلالة ». 
1. تحقق أنّ جملة المعادلات السابقة ثكافئ 
ع4 - 10 = م 
4- 
7ت 


6 + مق8- 
م + و4 


ج و 


2. احسب ۾ و» تُمّ استنتج ٥‏ ماذا تستنتج؟ 
ر أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة. 





( دجود مساب ال مشق 


ليكن / التابع المعتف على 01ه+,0] بالعلاقة, ‏ + 


2+3 
9# نحو الح 


1 0 
و = (8)ن معرّفين على ]هه ,0]. 
2+5 


في حال كون التابعين » و0 اشتقاقيين على +٥0]‏ ,0] فاي مبرهنة تفيدك في حساب ()”/ ؟ 
8# علينا إذن دراسة قابليّة اشتقاق التابعين » بدلالة ٠١‏ ولهذا نستفيد من مبرهنات الاشتقاق. 
1. أثبت أن » اشتقاقي على ]5ه+,1-[ وأنّه في حالة 1- < * لدينا 


+ 1+ 2 = زمار . احسب (ند)'/[ 














ل - مان 
2-1 
2. أثبت أنّ « اشتقاقي على ]مه-,3-[لا]3-,ده-[ وإذا كان 3- عد كان 
u )( =‏ 
)3 + ( 


ر أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة. 


@ المماسات المامرة تطح معطاة نط يياني 


- 2 
في مَعلّم متجانس (0,47)» © هو الخط البياني للتابع 3+ ,2 - 2 با : ثرء و4 هي 
نقطة إحدائيّاتها (1-,1). 


عيّن المماسات للخط البياني © التي تمر بالنقطة 4 في حال وجودها. 
92 نحو الح 

4 يفيدنا الرسم في توقع النتيجة. 
1. ابدأ برسم الخط البياني © وضع النقط 4 . 
2. أتقع النقطة ۸4 على 6؟ 
3. برأيك» ما عدد المماسات المارّة بالنقطة 4 للخط البياني 0؟ 

4 في الحقيقةء علينا إذن تعيين النقطة أو النقاط 11 من © التي يمر المماس عندها للمنحني © 
بالنقطة 4 . لتعيين نقطة 14 على © تكفي معرفة فاصلتها 77. 
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1. اكتب بدلالة +7 معادلة المماس ,7 عند النقطة 17 للمنحني .٤٥‏ 

2. أثبت أنّ « ,7 يمر بالنقطة 4 » يُكافئ «0 = 4 - "2 - ص». 

3. حل هذه المعادلة. كم مُماساً ,7 تجد؟ 

4. أنجز العمل» بتوضيع النقاط 11 التي وجدتها على €> ورسم المماسات. 
و أنجز الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة. 


© المماسات امش ر کت لطن یادین 
نتأمّل في مَعلَّم متجانس (0,7,7)» الخطان البيانيّان ,© و ,© للتابعين 
تج جا f:‏ و هدو 
عين المماسات المشتركة لهذين الخطين البيانيّيْن في حال وجودها. 
92 نحو الح 
4 علينا أوَلاً فهم معنى القول: مُماسٌ مشترك لخَطين بيانيّين. إِنّه مستقيم يمس في آن معاً الخط 
البياني ,0 في ٠4‏ والخط البياني ,6 في 2. وبوجه عام تكون النقطتان 4 و 8 مختلفتين. 
1. ابدأ برسم الخطيّن البيانييّن ,0 و ,© في المَعْلم [0,53). 
2. حاول إنشاء مماسٌ مشترك» أترى مماساً واحداً أم أكثر؟ 
# نعرف كيف نكتب معادلة مماس لخط بياني في نقطة معروفة فاصلتهاء منه تأتينا فكرة اتباع 
الخطوات الآتية 
نكتب معادلة مُماس ,28 للمنحني ,© في نقطة فاصلتها كيفيّة 0. 
» نكتب معادلة مُماس ,۸ للمنحني ,0 في نقطة فاصلتها كيفيّة ا(0 < 5). 
» نبحث إذا كان بالإمكان تعيين 0 و 6 كي ينطبق المماسان A,‏ ورك. 
1. اكتب معادلة مُماس ,2 للمنحني ,© في نقطة فاصلتها كيفيّة ۾ . 
2. اكتب معادلة مُماس ,۸ للمنحني ,0 في نقطة فاصلتها كيفيّة 3» (0 عد 6). 
3. استنتج أن انطباق المماسين ,۸ و ر۸ يُكافئ وجود عددين 4 و5 يُحققان الشرطين 
2 / 1- = 20 وم/2 = 2.-. ثم استنتج قيم ۾ و 5. 
ي أنجز الحل واكتبه بلغة سليمة. 


@ المماسات المعامدة لتطع ڪافئ 
نتأمّل» في مَعلّم متجانس (0,7,7)» القطع المُكافئن < الذي مُعادلته © = ر. عين مجموعة 


النقاط 11 التي يمكن أن تُنشئ منها مماسين متعامدين للقطع 7. 
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92 نحو الحلّ 
4 لنرمز بالرمز © إلى مجموعة النقاط التي نبحث عنها. يُترجم انتماء النقطة /3 إلى © بأنّه يمكن 
أن ننشئ من 14 مماسين متعامدين للقطع 7 . لنفترض أنّ ,11 هي نقطة من £ إحداثياتها 
( 0.4 )» ولنستنتج انطلاقاً من هذا الشروط على ,نه و رر . استناداً إلى الفزض يمر مماسان 7 
و”7 للقطع 7 بالنقطة,14. لنرمز بالرمزين ۲ و ۶ إلى نقطتي التماس» ولنرمز بالرمزين ۾ 
وم إلى فاصلتيهما. 
1. أثبت أنّ 2م - »2 = ن هي معادلة للمماس 17. 
2. أثبت أنّ انتماء 11 إلى 7 يُترجم بالعلاقة : 0 = ون + 2,4 - ۾ (1). 
وبأسلوب مُماثل» نجد وضوحاًء أنّ © - 26 = ي هي مُعادلة للمماس '7» وأنّ انتماء 1/0 
إلى ”7 يُترجم بالعلاقة : 0 = ىن + ع22 - تم (2). 
# بقي أن تترجم خاصة تعامد المماسين 7 و '7. تعلم أنه إذا كان 4 و "4 مستقيمين معادلتيهما 
م + مم دو و “م + ص = “و بالترتيب» يكافئ تعامد المستقيمين 4 و4 الشرط 
1- = /7000 وهي خاصة سنعود إليها لاحقاً. 


1. أثبت أن 1- = مم4 (3). 
1 استتتج من العلاقات (1) و (2) و (3) أن حك ور وين قال 0 تنتمي إلى مستقيم 
ایت ے معاداته ت 


5 أثبتنا أنه إذا كانت 1 نقطة من ث انتمت 1 إلى المستقيم ۰4 وبقي أن نجيب عن السؤال 


الآتي: إذا كانت 14 نقطة من المستقيم ۸ فهل نستطيع أن ننشئ منها مماسين متعامدين للقطع 
P؟‏ 


ر برهن أنّ الإجابة عن هذا السؤال هي نعم» ثم أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة. 


و 
9 عل مندسي. 
نتأمّل» في مَعلّم متجانس (0,7,7)» الخط البياني © الذي مُعادلته م اوو وا 
إحدائيّاتها (0,1). يقطع مستقيم 4 مار بالنقطة 7 وميله 7 الخط البياني © في نقطتين ,11 
و د1 . ويتقاطع المماسان في ,11 و ر1 للمنحني © بالنقطة 1. 
عين المحل الهندسي 5 الذي ترسمه النقاط 7 عندما يتحوّل المستقيم 2 حول /.. 


92 نحو الحلّ 

4 بعد رسم الخط البياني © وعدد من المستقيمات 4 نتيقّن أن 4 . 
يقطع دوماً الخط البياني © في نقطتين. كما يبدو أنّ النقاط 1 راء e‏ 
تقع على استقامة واحدة أي إنها تقع دوماً على المستقيم نفسه. : 2k‏ 
تتبع إحداثيات النقطة 7 فاصلتي النقطتين ,234 و ر1 اللتين ١ ١‏ 
نرمز إليهما بالرمزين ,» و ,. ولتعيين ,» و ,نه» علينا ألا 
تعيين معادلة المستقيم 0. 
1. تيقّن أنّ 1 + م = ن هي معادلة 0. 





























2. أثبت أن ,#» و ينه في حال وجودهما هما جذرا المعادلة 0 = 4 - »4 - 2 . أثبت أن لهذه 
المعادلة دوماً جذران مختلفان: 
# بقي أن نحسب» بدلالة ‏ ويه إحداثيي النقطة 7 » ولتحقيق ذلك علينا البحث عن نقطة تقاطع 
المماسين في ,11 و ر1 للخط البياني ٠٥‏ في حال تقاطعهما. 
1. اكتب» بدلالة ,» معادلة للمماس في ,1 للخط البياني 6» وكذلك اكتب بدلالة ينه معادلة 
للمماس في ,1/1 للخط البياني ©. 
2. لماذا يتقاطع هذان المماسان؟ 


Tı + T9 9 
ا‎ 


4 2 
4. احسب إحدائيّات النقطة 7 بدلالة +7 وبيّن أنّ 7 هي نقطة من المستقيم ۸ الذي معادلته 


3. استنتج أنّ إحداثيات النقطة 1 هي 








1- = ن. 
8 أثبتنا أنه إذا كانت 7 نقطة من © انتمت 7 إلى المستقيم ٠۸‏ وبقي أن نجيب عن السؤال 
التالي: إذا كانت 7 نقطة من المستقيم ۸ فهل هي نقطة من م؟ 


ذا إلى الأ @ 








© لین ر التابع المعرّف على 1 بالعلاقة 
4+ 32 + قوق  -‏ = رار 
1. أثبت أنّ الخط البياني ,© للتابع / يقبل مماسات عند كل نقطة من نقاطه. 
2. حل المعادلة 0 = (2//» عبّر عن النتيجة هندسياً. 
3. عيّن فواصل نقاط المنحني ,© التي يساوي ميل المماس عندها 3. 
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55 أيمكن أن يكون المستقيم الذي معادلته 9+ :7= ن مماساً للمنحني الذي معادلته 
1+ 4 + 3ه = ي؟ إذا كان جوابك : «نعم» عيّن نقاط التماس. 

© عبن المماسات التي تمر بالنقطة (4)1,2 للخط البياني للتابع : 1 - نم3 + ثم جا نه : ثر. 

(وُّ ايكن/ الستقيم الذي معادلته 2 + = يء ولتكن 4 النقطة من 1 التي فاصلتها 0. نرغب 
بتعيين جميع القطوع المُكافئة 2 التي معادلاتها م + :هم + ”ده = ن مع 0 عد ه والتي تمس 
المستقيم 0 في 4 . 
1. أثبت ثبت أنّ لكل واحد من هذه القطوع المكافئة معادلة من الشكل 2ل نو + تبوو دروء مع 0 عد ه. 
2. لتكن (0,1) إحدائيّات رأس القطع المُكافئ 2. أوجد علاقة تربط ,= و رن ولا تحوي 0. 
0 أثبت أنّ رؤوس القطوع المُكافئة 7 تقع على منحن ثابت» يطلب تعيين معادلته. 

بن عيّن الأعداد الحقيقيّة 4 و5 ليمر بالنقطة (4)2,0 الخط البياني للتابع ‏ المعّف على *# 








بالعلاقة © - 0 + مه = (0)/» ويقبل مُماساً في إلى اسه الذى ا اس سرس رو 

5 عيّن 7 كي يقبل المنحني الذي معادلته 4+:(2 + "3) + 22 (1 - ) = ل افا ميلك 0 
في الففلة الى ا اک 

57 أيوجد تابع كثير الحدود من الدرجة الثالثة» يمر خطه البياني بالنقطتين (4)0,0 و (8)1,1» 
ويقبل عند هاتين النقطتين مماسات توازي محور الفواصل. 

9 احسب فيما يأتي المشتقات ()/ مبيّنآً المجموعة التي تكون عليها حساباتك صحيحةء م عن 
إشارة ()"/ تبعاً لقيم :. 














2 
2 3-5 
,هك - 1 + م = f) - |“ 3 © f)‏ © 1+ 2+ كه = رمام 
2-3 2-2 
5 2 2 
E ©‏ ® ا © ag‏ 
2 1+ 2+ 2 2-1 
2 9 
E 6‏ اوور 7 27 _ 
6+ 5± - أن 1+ 2( 


ا( احسب فيما يأتي المشتقات '/ مبيّناً المجموعة التي تكون عليها حساباتك صحيحة 
,1+ = )ر © ,7 ح 3 له[ سس Nz‏ = 
32 


3 علد - مر @ , [اجهك) = جمر 


1اک 
9 ,ج = مار © E‏ 


@ 











@ في ملم متجانس: 2 هو القطع المُكافئ الذي معادلته 2 = يء وه هو المستقيم الذي 
معادلته 1- = يء و ۳ النقطة التي إحداثياتها [0,1). 
1. اكتب معادلة للمماس 7 للقطع 27 في النقطة 1 التي فاصلتها +. 

2. ليكن 7 المسقط القائم للنقطة 14 على 4. أثبت أنّ 7 هو محور القطعة المستقيمة [777]. 
© لین ر التابع كثير الحدود: م + هم + ”ده = ()م حيث (0 عد ه)» وليكن © الخط البياني 
للتابع / في مَعْلَّم متجانس. ولتكن 4۸ و 8 نقطتين من © فاصلتاهما 5 وا حيث + عد و. 
© ه. أثبت أنّ معادلة المماس في 4 للمنحني © هي + ”وى - :ه(ة + وه2) = ن. 

7. اكتب بأسلوب مماثل معادلة المماس في 8 للمنحني 6©. 
© أتبت أنّ المماسان السابقان يتقاطعان في نقطة فاصلتها غ . 
© ه. أثبت أن (*2) "زه - ؛) = f)(‏ - ()/. 

0. استنتج أنّ المماس للمنحني 0 في النقطة التي فاصلتها غ يوازي (48). 

ون نتأمّل» في مَعْلَم متجانس» القطع المُكافئن 27 الذي معادلته 

“نه د ن. ليكن 0 عدداً حقيقيّآً و ,ك المستقيم الذي معادلته 
۾ = . يقطع المستقيم ,ل القطع 27 في ,۰1 فنرسم ,۸ نظير 
المستقيم ,4 بالنسبة إلى المماس في ,1 للقطع 7. أثبت أن 
جميع المستقيمات ,۸ تمر بنقطة ثابتة .. (نسمّيها المحرق.) 

















ا( نامل في مم متجانس: القطع المُكافئن < الذي معادلته 2 = ر» و7 هي النقطة التي 
إحدائيّاتها [0,1). لتكن /1 نقطة من محور الفواصلء فاصلتها غير معدومة» وليكن 4 مستقيماً 
مارآ بالنقطة 34 . أثبت أنّ الخاصتين الآتيتين متكافئتان: 
© المستقيم 4 يمس القطع 7 في نقطة فاصلتها غير معدومة 
© المستقيم 4 عمودي على المستقيم (511). 

09 نتأمّل» في مَعْلَم متجانس» القطع المُكافئن 27 الذي معادلته 
* = ن. لتكن 34 نقطة من 27 فاصلتها غير معدومة» وليكن 
7 المماس للقطع 72 في 1 و المستقيم المار بالنقطة 
عموديّاً على 7. نعرّف النقطة 7 نقطة تقاطع المستقيم ۸ 
مع محور التراتيب» والنقطة × المسقط القائم للنقطة 14 على 
المحور نفسه. 
أتبت أنّ الطول ×[ يبقى ثابتاً عندما تتحوّل النقطة 114 على 2. 
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9 يف 
أده 9 
يهف 0 
ll‏ شنا 
* 0« 





© المشتق والاطرإد والقيم الحدىةعا 
© حرالعادلة 0- (تمار 


تعامل في حياتنا البومية مع أشياء متخيرة ونريد احياناً إيجاد أكبر قجة أو أصغر قهة 
لها لتكون بشكلها الأمثل تأمل الأسكلة ال 
ما أقل تكلفة مكنة لإنجاز مشروع معين؟ ما أكبر فائدة بمكنة لإنناج آلة معينة؟ 
ما اكير ا ن ماء يمكن صنعه من صفيحة معدنية معلومة الأبعاد. 
ما أبعاد نافذة مستطيلة الشكل تسمح يإخال أكبر كية من الإضاءة إذا علم محيطها 
كيف تحدد الأبعاد وبدقة لتحصل عل : 
ه واجمة عتبة ضعيفة الميل تجعل تسق عربات 
تقل البضائع لها سهلاً. 
« أقصر سل يكن أن تصل حافته العليا لواجمة 


المنزل ومرتكزة حافته السفلى على الأرض خارج 
انملا 


« رسم شكل هندسي داخل شكل آخر ونحتاج . 
0 أبعاد هذا 000 لا لآ 





مسألة إقليدس 


00 8 0 
وغيرها الكثير تطبيقات حياتية مباشرة لمنهوم 
القيم الما لتابع. 





@ 





تطبيفات الاشماف 


چ 1 alll‏ لا للا Al‏ 
تهدف هذه الانطلاقة إلى استكشاف الصلة بين اطراد تابع اشتقاقي ما واشارة تابعه المشتق. 
ا ا 
© حاول أن ترسم خطأ بيانياً لتابع متزايد تماماً © على أن يكون له على الأقلَ مماساً ميله سالب. 
© برأيك» أيوجد تابع ‏ متزايدٌ تماماً واشتقاقييٌّ على مجالٍ 1 ويحقق 0 > (0)/ عند نقطة ۾ من 1؟ 
© حاول أن ترسم خطاً بيانياً لتابع متناقصاً تماماً © على يكون له على الأقلَ مماساً ميله موجب. 
© برأيك» أيوجد تابع / متناقصٌ تماماً واشتقاقيّ على مجالٍ ويحقّق 0 < (0”/ عند نقطة ۾ منه؟ 


2 التواهم المطردة والواع الاشتقاقيّة على مجال 
ليكن / تابعاً اشتقاقياً ومتزايداً على مجالٍ 1» ولتكن » نقطة من هذا المجال مختلفة عن طرفيه. 
© ليكن ۸ عدداً حقيقياً على أن ينتمي العدد ۸ + ه إلى المجال 1. قارن بين (0)/ و (۸ + 0)/ في 
الحالتين 0 < ۸و 0> ۸. 
© ليكن (7* معذل تغيّر التابع ‏ بين النقطتين © و۸ + ه (نسبة تغيّر التابع (0)/ - (۸ + »)ر 
إلى تغيّر المتحوّل 7). 
© استنتج أن (۸) موجبٌ أو معدوم. ولمّا كان / تابعاً اشتقاقياً على المجال 7 كان 
(1)0 سنا = (م)ر . لنبرهن أن 0 < (00"/. 
© لما كان (۸) يمنا = (00/ استنتجنا أن معدّل التغيّر (4)۸ يكون , ,حص _ 
قريباً من (0/ عندما يكون ۸ قريباً من الصفرء فإذا افترضنا أن 
0 > (0)”/ وجدنا قيمة ۸ قريبة من الصفر يكون عندها 0 > (4)0» وهذا يناقض نتيجة © 
إذن (0)/ عددٌ موجبٌ أو معدوم. 
© أعط إشارة التابع المشتق '/ على المجال 1. 
© لنتأمّل الآن» تابعاً اشتقاقياً ومتناقصاً تماماً على 7 . عيّنء بالمثل» إشارة التابع المشتق '/ على 1. 


@ خاصّة 1 
لكل تابع اشتقاقي ومطرد (متزايد أو متناقص) على مجالٍ 7 تابعٌ مشتقٌ إشارته ثابتة على هذا 
السحالن. 
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3 ميالة اکن 
من الناحية العمليّة» نريد أن نحدّد على أيّ من المجالات يكون تابعٌ ما متزايداً أو متناقصاً. بقولٍ 
آخرء إذا كان / تابعاً اشتقاقياً على مجالٍ 7 وكانت إشارة تابعه المشتق '/ ثابتة على هذا المجالء 
فهل يكون 7 تابعاً مطرداً على هذا المجال ؟ 
© تأمّل التوابع الآتية. 
f:iu—2:+1 ®‏ © 2+2 جاور © كن بان :ير 
f: ®‏ © و جا f:‏ 
© اذكر جهة اطراد كل منها وبيّن جدول الاطراد الموافق. 
© عيّن المشتق ”/ لكل من التوابع / السابقة وادرس إشارة (:5)"/ . 
© تيقن» في كل حالة من الحالات السابقة» أن / يكون متزايداً عندما يكون مشتقه '/ موجباً 
ويكون متناقصاً عندما يكون مشتقّه ”ر سالباً. 
© ليكن التابع 4+ :4 د كن fiat‏ 
© بيّن أن / اشتقاقي على 8 وعيّن (2)"/ . 
© بين أنّ إشارة ” سالبة على المجال ]0,2ه - [ وموجبة خارجه. 
© بيّن أنّ معادلة المماس لمنحني التابع / عند نقطة ((0,/)0) تكتب بالشكل 
4 + 2م - 4(2 - 20) = ن 
© رسمنا في الشكل المبيّن أدناه مجموعة المستقيمات المماسة لمنحني التابع / عند النقاط الموافقة 
للقيم 4 ,... ,0.4 ,0.2 ,0 ,... ,0.4 - ,0.6 - ,0.8 - ,1-. 


















RN 

LL ANNES س ب‎ 
E 

NINE 





لاحظ حزمة المماسات: كيف تبدو العلاقة بين إشارة ” واطراد التابع / على المجال [1,4-] ؟ 
7 خاصّة 2 
يتبيّن لنا من الأمثلة السابقة أنه في حالة تابع / اشتقاقيّ على مجالٍ 7 يتحقّق ما يأتي. 


# إذا كان 0 < /م/ على 7 كان / متزايداً تماماً على 1. 
* إذا كان 0 > ”م/ على 7 كان / متناقصاً تماماً على 1. 


© 











1 اطراد تابع 


تبيّن المبرهنة الآتية» التي نقبلها بدون برهان» العلاقة بين اطراد تابع اشتقاقي وإشارة مشتقّه. 


© برقن 1 
ليكن ر تابعاً اشتقاقياً على مجالٍ 1» تابعه المشتقّ '/. 
* إذا كان”/ موجباً تماماً على 7 (باستثناء عدد منته من النقاط التي قد ينعدم عندها) كان / 
متزايداً تماما على [. 
" إذا كان”/ سالباً تماماً على 7 (باستثناء عدد منته من النقاط التي قد ينعدم عندها) كان / 
متناقصاً تماماً على 1. 
إذا كان // معدوماً على 7 كان / ثابتاً على 1. 


[لل]) تب ثم جا ب : م اشتقاقي على R‏ ومشتقّه ثية جاب : '/ . نلاحظ أنّ 1 تابعٌ موجبٌ 


تماماً على 8 باستثناء 0 = : حيث ينعدم. وعليه» يكون التابع / متزايداً تماماً على +1 . 




















1 القيم الحدية 


عرّفنا في كتاب الصف الأول الثانوي أكبر قيم التابع f‏ على مجالٍ 7 . « تكون القيمة (0)/ قيمة كبرى 
للتابع / على مجالٍ 7 يضم النقطة © إذا كان (ه)/ > (2)/ أياً كانت النقطة ± من المجال 1». 


فعلى سبيل المثال» أكبر قيم التابع / الممثل على المجال 
[3,4-] = 1 في الشكل المجاور هي 3.7 ويبلغها عند النقطة 
N= a=‏ 

ولكن على المجال ]2,0-] = "7 لدينا 2 > (م)ر و 2= (1-)/. 
أيْ إِنَ أكبر قيم التابع م على المجال '7 هي 2. نقول إذن إِنّْ 
اف د قد كرو مط ا ر اا عله اس 





© 




















© تعر 
ليكن / تابعاً معرّفاً على مجالٍ 1 ولتكن ٠‏ نقطة من 1. نقول إِنّ القيمة (ء)/ = 1 قيمة 
كبرى محليّاً للتابع /, عند النقطة » إذا وُحِدَ مجالٌ مفتوحٌ '/ يضح النقطة © ويحقق الشرط 
J) <f‏ +161 ع مرا 


ونعرّف بأسلوب مماثل» القيمة الصغرى محلياً لتابع /ء إذ نقول إنّ القيمة (4)/ = 70 قيمة 
صغرى محلياً للتابع / عند النقطة 4 من E‏ “7 يضم النقطة 4 ويحقق 
الشوظط 

f(a»)‏ > (7)0 ,07 '[» م" 


ففي المثال السابق» نرى أنّ 1- = (2-)/ هي قيمة صغرى للتابع / على المجال [3,4-] وأنْ 
1= (2)/ هي قيمة صغرى محلياً للتابع / عند النقطة 2. 


09 نقول إنّ القيمة (0)/ قيمة حدية محليّاً إذا كانت قيمة كبرى محلياً أو قيمة صغرى محلياً. 
1 الحد الراجح والحدٌ القاصر 


ليكن / تابعاً ولتكن 7 مجموعة جزئيّة من مجموعة تعريفه. نسمّي حداً راجحا على التابع / في 
المجموعة 7 كل عدد /1 يحقق الشرط 
أياً كان » من المجموعة 7 كان 1 > ()/ 
وبالأسلوب نفسه نسمّي حداً قاصراً عن التابع / في المجموعة 7 كل عدد 70 يحقق الشرط 
أياً كان من المجموعة 72 كان (2)”/, > 7 


القيمة الكبرى للتابع / على المجموعة 7 (إن وُجدت) هي حذ راجح عليه في 7» وتكون في 
هذه الحالة أصغر الحدود الراجحة لهذا التابع على المجموعة 7 . 


كذلك الأمرء تكون القيمة الصغرى للتا المجموعة 2 (إن وُجدت) حداً قاصراً عنه 
و مرء تكون القي بع [ إن وح صرا 
وتكون في هذه الحالة أكبر الحدود القاصرة لهذا التابع على المجموعة 2 . 
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وص أكان الافتراض « 1 مجالٌ» في المبرهنة 1 ضرورياً ؟ 
لنتأمّل التابع 2 + : : / المعرّف والاشتقاقي على المجموعة 4 
]إمه<+ ,0[ U‏ |0,مه —| = D‏ 
فنرى أنّ التابع المشتق ل بغ : ”ر سالب تماماً على 2 . ولكن التابع / ا 
43 
ليس متناقصاً تماماً على 2 لأنّ (1)/ > (1-)/ . نلاحظ هنا أنّ / متناقصٌ 
تماماً على كل من المجالين ]0,مه - [ و ]00+ ,10 کل على حِدّته. 
وى ما الصلة بين مشتق التابع وقيمه الحدية محليّاً ؟ 
في الحقيقة» ليكن / تابعاً اشتقاقياً على مجالٍ 7 ولتكن © نقطة منه مختلفة عن طرفيه» إذا كانت 
(0)/ قيمة حدية محليّاً لهذا التابع كان 0 = (6”/*. أي يكون للخط البياني للتابع / في هذه الحالة 
مماسٌ أفقيٌ عند النقطة ((ء)/,ء). 
بالمقابل» يمكن أن يكون 0 = (0// دون أن تكون القيمة (0)/ قيمة حديّة 
محليّاً للتابع /. فمثلآء التابع 3ه = ()/ يحقق 0 -(20/ دون أن تكون + 0 
القيمة 0 = (0)/ قيمةً حديّة محلياً. 


ى كيف يجري البحث عن القيم الحدية لتابع اشتقاقي ؟ 


ادرس اطراد التابع / الآتي 5- مو ”3 + 3ه به : م ثُمّ بيّن إذا كانت له قيمٌ حديّة محلياً. 


09 لدراسة اطراد التابع / وللبحث عن قيمه الحديّة المحليّة تُنَظّم جدول اطراد التابع ‏ بدلالة إشارة 


5 
u 
مشلفه.‎ 


التابع / تابعٌ كثير الحدود فهو اشتقاقي على 1. وأيّآً كانت قيمة » من ۸ كان 
(3 + )1 - 3)2 = (3 - 22 + 3)7 = رار 


إذن ينعدم “7 عند 3- = ي و 1= 4. 














* هذه مبرهنة سنقبلها دون إثبات. 


0 

















نستنتج من ذلك إشارة التابع | لمشتق '/ كما في الجدول الاي 
00+ 1 3 00 — 32 
(a) + 0 3 0 +‏ 

واستناداً إلى المبرهنة 1 يمكننا أن نستنتج ما يأتي 

٠‏ 0<()/ على المجال ]3-,0ه -[ و0 - (3-/ إذن / متزايدٌ تماماً على المجال 

o0, -3[‏ | 
٠‏ 0 > () على المجال ]3,1 -[ إذن ‏ متناقصٌ تماماً على المجال [3,1-]. 
٠‏ 0< ()' على المجال ]ە+,1[ و 0= (1/ إذن ‏ متزايدٌ تماماً على المجال ]هه+,1]. 


لنعرض إذن هذه النتائج في جدول الاطراد 


— 00 3 1 كه‎ 
f(a) + 0 — 0 + 
f(a) 7 f(3 xX fM 7 








يبيّن الجدول السابق أنّ القيمة 22 = (3-)/ هي قيمة كبرى محلياً للتابع / يبلغها عند النقطة 3- وأنّ 
القيمة 10- = (1)/ هي قيمة صغرى محلياً يبلغها عند النقطة 1. 


هذ تدر 


© عيّن القيم الحدية محلياً للتوابع الآتية على المجال المعطى. 








1I = [0,+oo|, (= الاحس)‎ O 
I = |0,+oo|, 00 ® 
1 
I=R, f(a) = ثيه‎ -2” - 52-4 © 
1 = 3 گے‎ © 
[|03], #f() TET 


© ادرس اطراد التابع / المعرّف على المجال 7 في كل من الحالات الآتية. 
f(x) = Nz +1 O‏ ,| + ,1-| = 1 





a ©‏ لحيو کڪ )ل أمه+ ,0| =[ 
I=R, f») = 52 - 3 ©‏ 
® = )/ ,إمه+ي1| -1 
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متعاكستين كان للمعادلة 0 


حيد 


ليكن / تابعاً اشتقاقياً ومطرداً تماماً على مجالٍ [0,ه]. إذا كان للقيمتين (04)/ و (0)/ إشا 
أً في المجال ]0,5[. 


(:2)/ خلا و 


رتير 


© مُبرهَنة 2 


إيجاد ة 


5 


توضّح 


١ 


برهنة الاتية هذا الوضع.ء ونقبل بها دون برهان. 


لهذه الحلول عن طريق حصر هذه الحلول في مجالات يحو 


لذلك نتو 


جه إلى 


5 


تقريبية 


ي 


کل منها 


وهذه هي مثلاً حالة المعادلة ± = #وهء. 


في حالة تابع معطى /» لا نستطيع عموماًء حل معادلات من النمط 0 


()/ مجهولها 4. 


@ حل المعادلة 0 


f)(= 


5 81 5 2 هد لس هر 
يا جا اعاياها 
ا 
TVIIÎ‏ لللا 
لل تمبلللا 





التوابع ولكن بترتيب مختلف. اقرر 


الخط البياني لكل تابع بالخط البياني لمشتقه. 


(©,2,3,©) مشتقات هذه 


© قل الخطى 


ط البيانية 


(©,©,©,©) أ 


ربعة 


توا 


ابع وتمتّل الخطوط البيا 


ا 





کا بخريماً للفمم 

ر ما أهميّة فرضيات المبرهنة 2؟ 

يعطي اختلاف إشارتي (04)/ و(0)/ انطباعاً بوجود حل للمعادلة 0 = ()/ في المجال [4,5]. ولكنّ 
هذا غير صحيح عموماً. 

فعلى سبيل المثال» ليكن / تابعاً معرّفاً على 18 بالعلاقة 1+ ± = (5)/ في 
حالة 0 < ه و1- ي = (ي) في حالة 0 > . 

فنرى أنّ للعددين (1-)/ و (1)/ إشارتين متعاكستين» ولكن لا توجد» وضوحاًء 
قيمة » من 1 يأخذ التابع / عندها القيمة 0. 

تضمن الفرضيّة «/ اشتقاقي على المجال [04,5]» عدم انقطاع الخط البياني للتابع وبذا يقطع هذا الخط 
محور الفواصل في نقطة واقعة بين »0 و 0. وهذا يثبت وجود حل للمعادلة 0 = (2ه)/. 

وتنتج وحدانيّة الحل من فرضيّة الاطراد التام للتابع / على المجال [0,ه]. في الواقع» إذا كانت » و 8 
نقطتين مختلفتين من المجال [4,5]» فما أن يكون (6)/ > (»)/ أو (8)/ < (0)/ وفي الحالتين يكون 
(8)/ = (0)/ . وبذلك لا يمكن أن يأخذ التابع / قيمتين متساويتين عند نقطتين مختلفتين من المجال 
[۵,ه] أي إِنّه لا يمكن أن يكون للمعادلة 0 = ()/ أكثر من حل. 


]| سد المبرهنة 2 في إيجاد حل تقريبي للمعادلة 0 س (2)2. 


© برهن أنّ للمعادلة 0 = 1+ 3 - 3 حلاً وحيداً في المجال [1,1-]. 
© ليكن ,نه هذا الحل. عيّن مجالاً طوله 101 يضم 0:. 

















09 كي نثبت أنّ للمعادلة 0 = (5)/ حلا وحيداً في المجال [0,ه] عندما يكون التابع / اشتقاقياً 
على [4,5] يمكننا أن نثبت ما يأتي: 
» للتابع ”/ إشارة ثابتة على [0,ه] باستثناء عدد منته من النقاط على الأكثر. 
- للعددين (ه) و (0) إشارتان مختلفتان. 
0 
و م فة ام زات ور ر ا و انوت و اک کے کن 
الحدودء فهو اشتقاقيّ على ۸»› ومشتقه هو (1+ :)(1- )3 = 3 - ”3 = ()/ . لندرس إذن إشارة 
ثلاثي الحدود ولنلخص هذه الدراسة في جدول كما يأتي: 






































إذن» التابع / متناقص تماماً في المجال [1+,1-]» والعددان (1-)/ و (1)/ متعاكسان بالإشارة: 
واعتماداً على المبرهنة 2 » تقبل المعادلة 0 = (2)/ حلا وحيداً م:ه في المجال [1+,1-]. 
© لنبحثء الآن عن تحديدٍ للحل 0 بمجالٍ طوله 1 10. 

« نحسب 1= (0)/ ولأنَ 0 > (۶)1 استنتجنا أن ]0,1[ © 20. 

© تحسب مجدداً 3- = (1)/ ولأنَ 1 = (0)/ استنتجنا أنّ |,0| € 20. 

»ثم تحب 0 < ‡ = (4)/ ولأن 0 > (4)/ استتتجنا أن ]12[ © ,2. 

ه وبالمئل نحسب 0 > (ج) ۶ ولان 0 < لد = [4)/ استنتجنا أن |[ © 50. 


وطول هذا المجال الأخير يساوي - فهو إذن أصغر من ل. وتتحقق المتراجحة 


12 10 
5 1 
yS‏ 
12 3 
بالطبع ليس هذا المجال وحيداً» إذ يمكننا بحساب (0.3)/ و (0.4)/ أن نستنتج أيضاً أنّ 
4 > 2 > 0.3 


© ليكن ثر التابع المعرف بالعلاقة 1- و2 - “مح = (مر. أفيت أن للمعادلة: .زات ا ا 
وحيداً في المجال [2,3]. 
ف ليكن ۶ التايم ارف بالحلقة 1+ 28 - aa‏ = (م)م . أثبت أنّ المعادلة 0 = (5)/ تقبل 


حلاً وحيداً في المجال [0,1]ء وحلاً وحيداً في المجال [7,8]. 


و اکر يجب تي 


فيد إشارة المشتق في تعيين جهة اطراد التابع / . 
» إذا كان 0 < / على مجالٍ 7 كان / متزايداً تماماً على هذا المجال. (يبقى ذلك صحيحاً أيضاً 
إذا انعدم ”/ عند عدد منته من نقاط هذا المجال). 
» إذا كان 0 > / على مجالٍ 7 كان / متناقصاً تماماً على هذا المجال. 
د إذا كان 0 = / على مجالٍ 7 كان / يكون ثابتاً على هذا المجال. 
- لا يمكن أن نستبدلء في المبرهنة 2ء بالمجال 7 «اجتماع مجالات». 





@ 


# عمليّاً. تتعيّن القيم الحدية محليّاً من جدول الاطراد. فمثلاًء في الجدول الآتي ثُمتّل القيم (0:ه)/ 
و()/ قيماً حدية محلياً للتابع /. 


6ل 7 70 00 — 3 


# عند إثبات وجود ووحدانيّة الحل للمعادلة 0 = ()/ في مجالٍ [0,ه] تذكّر المخططين الآتيين 





f(0) ]---- 


7 متزايدٌ تماماً 





نلاحظ هنا أنّ وحدانيّة الحل تنجم عن الاطراد التام (التزايد التام أو التناقص التام) للتابع / وأنّ وجود 
الحل يعود إلى تقاطع الخط البياني للتابع مع محور الفواصل (وهذا مؤكّد عندما يكون التابع / 


اشتقاقياً). 
ل 
منعكسات يجب امتلاكها 


لدراسة اطراد التابع / تذكّر أنّ إشارة المشتق '/ هي الأساس في ذلك. وهناء ننوّه إلى أنّ تعيين 
إشارة جداءء بوجهِ عام» أسهل من تعيين إشارة مجموع. ومن ثمّ لا ينصح بنشر عبارة التابع المشتق 
(»)/ مباشرة. 


إذا كان (1 + »)د = ()”/ فإئه من الأفضل عدم نشر العبارة وذلك لان إشارة المشتق في هذه 
الحالة هي إشارة المقدار 1+ 2. 
# في الحالة الخاصة الموافقة للصيغ 


(:) ا 


f (= رربم‎ 


تكون إشارة المشتق ”/ من إشارة البسط (إذ إِنّ *((0)2) موجبٌ على الدوام). 
ا لا تنس أنّ عبارة المشتق (»)/ قد تكون معقدة» ومع هذا يكون تعيين إشارته سهلاً. 


6 














التابع f: 32 +a + Nz‏ اشتقاقى على ]ەە + ,0| ومشنقه كد 14+ 12 = (ماار. 
1 21/7 
ولمّا كانت جميع حدود المجموع موجبة تماماًء كان ()”/ كذلك. 
# لمعرفة إذا كان لمعادلة 0 = ()/ حلا وحيداً في مجالٍ [0,5]» فكّرء في حال كون / اشتقاقياًء أنْ 


تتحقق من تبات إشارة المشتق '/ ومن كون إشارتا (0)/ و (05)/ متعاكستين. 


المعادلة 0 = 5 - 4 + ى ما » : ث/ تقبل حلاً وحيداً في المجال [1,2] لأنّ 1+ ”34 = (»)'/ 
وهو موجبٌ تماماً أياً كانت قيمة » وإشارتا المقدارين 3- = (1)» 5 = (2)/ متعاكستان. 


#ا عندما لا تكون مجموعة التعريف 7 مجالاًء لا تقل إنّ «إشارة ”/ ثابتة على 7 فهو مطرد تماماً 


1 


التابع واو مه ر سالب تاا عل تجموهة ر 8 = ص ولكّنه 
4 


1 
an 3‏ 
غير متناقص على (1. 0 














ا 


نشاط 1 المساحة الأمثلية 


طرح إقليدس المسألة الآتية ثُمَ حلّها حلا هندسياً: ليكن المثلّث 0» ولتكن 8 
7 نقطة ما من الضلع [80]» ننشئ من 11 متوازي الأضلاع 110/47 . 





0 M 
كيف نختار النقطة 11 حتى تكون مساحة متوازي الأضلاع أكبر ما يمكن؟‎ 
A P 
0 نعلم أن , مساحة متوازي الأضلاع 110/47 تساوي 07 × 4» لنضع‎ 


AP =f‏ و ح .QT‏ لإيجاد صيغة للمساحة 6 بدلالة متحول واحد 





ATH B 


إل جا لقان من ق یں و 1 کت امو بين رح كر = 


AB CH 
للكتابة‎ 


2. استتتج (2 - تا = 5 ثم عبن القيمة الكبرى للتابع 5. 


نشاط 2 الحجم الأصغري والحجم الأعظمي 

© الأسطرانة الأعظيية ‏ نرود 

نتأمئل مخروطاً دورانيّاً ارتفاعه ج24 ونصف قطر قاعته 8٥‏ . 
نريد أن نوضّع أسطوانة دورانيّة داخله يكون حجمها أكبر ما يمكن. ا 
ما هي أبعاد الأسطوانة الأعظميّة هذهء أي كم يبلغ ارتفاعها وما هو E‏ 
نصف قطر قاعدتها؟ أجها 


r 





اا عن هذا النؤال: در ان ور ل خضف قطن اهر رات اعا ارب والتعمين 


1. برهن أنّ (7 - 3)8 = ۸ ومن ثم عبّر عن الحجم ا بدلالة 7. 
2. ادرس اطراد التابع ۷ وأجِبْ عن السؤال المطروح. 


© كرة في المحروط الأصغري 
لتكن 5, كرةً مركزها 0 ونصف قطرها ”7. نرغب في وضعها داخل مخروط 
دوراني حجمه ن أصغر ما يمكن. ما هي أبعاد المخروط ؟ 


1. للإجابة عن السؤال» نضع ± = 40 . بيّن أنّ: ثر 2 


1 2 
y= 2 
0 5-7 


09 تذكّر أنّ حجم المخروط الدوراني نصف قطر قاعدته ۸ وارتفاعه 7 هو 17 دن 


2. برهن أنّ المخروط الدوراني الأصغر حجماً يوافق 37 = 2. ما ارتفاع المخروط في هذه الحالة ؟ وما 


نصف قطر قاعدته ؟ 


ناد 3 أقصر سُلَّم 


يبلغ ارتفاع سياج» مواز لجدار يقع خلفهء 2.7 متراً وتفصله عن 

الجدار مسافة 0.1:0. كم يبلغ طول أقصر لم يمكن أن يستند 

إلى الجدار ويمرٌ فوق السياج؟ 

© الصياغة الرياضياتيّة 

لنضع نموذجاً رياضياتياً للمسألة. نلاحظ من الشكل أنّ على السلّم أن يكون 

ملامساً طرف السياج (إذا أردنا أن يكون أقصر ما يمكن) في نقطة ولتكن 0» 

ومن ثم تؤول المسألة إلى البحث عن أقصر طول للسلّم 48 والمار بالنقطة 

0. يمكن تحديد وضع السلّم بمعرفة النقطة 8 وهذا يقودنا إلى طريقة تحليليّة 

لحل المسألة. 

© الح التحليلي 

نختار مَعْلَماً متجانساً تكون فيه معادلة المستقيم 4 أبسط ما يمكن» أي أنْ 

نختار مبدؤه النقطة 0 وبذلك يتحدد موضع المستقيم من ميله وليكن . 

نلاحظ هنا أنّ هذا الخيار يقتضي أن يكون 0 < م. 

1. اكتب معادلتي المستقيمين 4 و ٠4‏ واستنتج إحداثيات النقطتين 4 و8 
بدلالة الميل . 

2. عبر عن الطول 48 بدلالة ".ضع (00/ = ۸8. 
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© البحث عن القيمة ١‏ لصغرى للتابع / 


نبحث الآن عن أ صغر قيمة للتابع / » ونستفيد من الخاصة الآتية. 


#7 خاصة 
ليكن / تابعاً موجباً على مجالٍ 7 . إذا كانت (ه)”/ أصغر قيمة للتابع 7/2 على 1ء كانت (0)/ 
أصغر قيمة للتابع / على 1. 

1. بيّن أنّ مشتق التابع ”48 م " : */ يكتب بالشكل: 

/ 0.2(0.1m + 7 

رم زور 

2. عيّن إشارة هذا المشتق على المجال إمه+ ,0[» واستنتج جدول اطراد التابع 2/ . ثُمّ استنتج» باستعمال 

الخاصة السابقة» القيمة الصغرى للتابع / أي الطول الأصغري للسلّم. 
3. برهن صحّة الخاصة السابقة. يمكنك العودة إلى تعريف القيمة الكبرى لتابع على مجال. كيف تستثمر 


الافتراض «/ موجبٌ على 7» ؟ 


(m3 — 27( 


® 4 واجهة عتبة ضعيفة الميل 
نهدف في هذا العمل إلى تصميم واجهة عتبة ضعيفة الميل تجعل تسلّق 
عربات نقل البضائع العتبة سهلاً. يبيّن الشكل مقطعاً جانبياً لهذه 
الواجهة. يبلغ ارتفاع العتبة ص50 = 077 وتبلغ السافة الأشية « جج ل 
المخصصة للواجهة ص 1= 08. 
نفترض أن تحقق الواجهة الشرطين: 

© أن تكون مماسة للأرض عند النقطة 8 . 

© أن تكون مماسة لسطح العتبة عند النقطة 1 . 
يهدف هذا النشاط إلى إيجاد توابع يكون لخطوطها البيانيّة شكل الواجهة المُراد تصميمها وأن تحقق 
الشرطين ® و©2. في مَعْلمِ متجانس (0,77) طول شعاع واحدته 12 يكون للنقطتين 8 و77 
الإحداثيات (1,0) و (0,3) بالترتيب. 
© © لماذا لا يصلح الخط البياني لقطع مكافئ لهذا التصميم؟ 

© لنبحث الآن عن خط بياني مكوّن من قوسين لقطعين مكافئين 8 و2 يتصلان عند 
النقطة [7)1,1. أي يتقاطع الخطان عند هذه النقطة ويكون لهما عندها مماس مشترك. اكتب 


معادلتي 2 و 72. 
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Es 5 5 a 
7 نختار التابع ۴ + [0,1] : ۸ المعف على [0,1] بالعلاقة‎ © 


+ = = () وعلى المجال [4,1| 
بالعلاقة *(1 - ) = (۸)2. 


© ليكن 6 الخط البياني الممثل للتابع ۸. أَيُحقق © الشرطين © و©؟ 
© ازسم © في الملم المتجانس (0,7,3) وارسم مماسه عند النفظة د 
© بيّن أنه أياً كانت النقطة ± من المجال [0,1] كان 1 > |(:ه)/7|. 
نريد الآن تحسين شكل الواجهة بأن نختار الخط البياني'1 لتابع و معرّف على المجال [0,1] من الشكل 
٠ .g)( = ar” + b2” + cz + 0‏ 
© عيّن الأمثال 4,٠,ط,»‏ حتى يحقق الخط البياني'1 الشرطين © و©. 
© © ادرس اطراد التابع و. 


© برهن أثه أياً كانت النقظة + من المجال [0,3] كان 3> او + مكك الحت عن اة 
الكبرى للمشتق 'و على المجال [0,1]. 


© أنشئ المنحني '1 والمنحني © في المَعلم نفسه. ماذا تلاحظ؟ 
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هه غرنا 








O‏ 1+ 4 - ته = مار 


© 

2 (a) = تمس‎ + 3 + 92-4 © 

© 4 - 3 + قو = رار © 
2 

© 53+ ثمة - 24 = (هار 


©عيْن مجموعة تعريف كل من التوابع / الآتية 








وكسيا دن 
في كل من الحالات الآتية. 


3z +2‏ + و = زمار 
وم = ر 
5 + 4 - كو = /)a(‏ 
f(a) = 2 - 27 +7‏ 
2 ادرس اطراد كل منها. 
4 























2-3 
0 © 0 
(e) 2-3 5 2z +4‏ 
5 اا رو عب نيلات ووز 
2 +1 2-3 
1 4 + و4 - 2 
بد صا کے 
1= 9 تيج - (مار 
2 + ”22 2+ 32 + 2 
© کے = 
للب - مار #قل نف =( 
(6 ادرس جهة اطراد التابع 7 المعّف على المجال 7 في کل من الحالات الاتية. 
f(z) = N 3z + 4 6‏ ,| +,4-| = 1 
f(a) = 4N —-32 + 5 ©‏ , إرمه- ڪڪ 
© 3+ 2 لحبه = [-3,+oo|, f(z)‏ = 1 
1 
= (مأ/ر ,ص3 در 
0-2 اننا 








©6. تيون أنّه مهما تكن ± من #٭ 
(24 - ه4 - هه )(1 + )z‏ = 24 - 28 - 43 
2. ادرس جهة اطراد التابع / المعرف على 1 بالعلاقة الآتية. 
0 + 24 - 14 - كم = زمار 
3. أوجد القيم الحدية محليّاً للتابع ‏ في حال وجودها. 
© یکن التابع المعرّف بالعلاقة 1- 4 + 3:2 - 3ه = (م)/ . أثبت أن للمعادلة 0 = (ه)/ 
حلا وحيداً في المجال [0,1]. 








6 

















© متامنة تيع 


التابعان £ و و معرّفان على 18 بالعلاقتين 1+ 3 - ± = (م)ر و1- :3 - 2 = (يم)و. 
قارن بين التابعين / و و. 
92 نحو الحلّ 
#4 تعني مقارنة تابعين / و و تعيين الأعداد الحقيقيّة : التي تُحقّق ()0 > (5)/» وتلك التي تُحقّق 
(#)و < (0)/. عمومآء يمر الطريق الأسهل لمقارنة تابعين بدراسة إشارة الفرق أي 
(2)و - ()/ = ()0» وهذا بدوره يؤول على حل المتراجحة 0 < ()0. 
اكتب بأبسط صيغة عبارة ()و - ()/ = ()0. 
# ليس سهلاً تعيين إشارة ()4 . وهذا يجعلنا نفكّر باشتقاق التابع ()2 ب * ودراسة اطراده أملاً 
بالتمكّن من مقارنته مع الصفر. 
1. تيقن أنّ 4 يقبل الاشتقاق على 12» واحسب (0/)2. 
2. ادرس إشارة '4» واكتب جدول اطراد 4 
3. يبيّن الجدول قيمة صغرى موجبة تماماً للتابع 4. 
علّل إذن لماذا يكون 0 < ()0 وذلك أيَآَ كانت قيمة ‏ من 12. 
3 إات صحة مث رأجحة . 


أثبت أنه مهما يكن العددان الحقيقيّان الموجبان تماماً ۾ و0 يكن 24/2 < )7 


آل 
5 نحو الحلّ 
لمّا كانت الأعداد موجبة» نفكّر باختزال الطرف الأيسر من المتراجحة وذلك بمُحاولة «حذف 




















1 
+ | + هل.. 


الجذور» عن طريق مُقارنة مربّعي الطرفين. 
أنجز الحساب المُشار إليهء لماذا تثير النتيجة خيبة الأمل؟ 

# تبدو المسألة صعبةء إذا ليس هناك الكثير من الفرضيات» فقط 0 < 4 و0 < 0. ولكن عندما 
نهدف إلى إثبات صحّة متراجحة تربط أعداداً من المجال نفسه» يكون من المناسب اصطناع تابع 
واثباث أن المتراجحة المطلوبة هي نتيجة من خواصٌ هذا التابع. ولكن أي تابع نصطنع ولدينا 
مكحولان ۾ و.8؟ غموماً» نكجاوة هذه الضعوية بالطريقة الآنية: نايت واحداً من العددين وليكن 4+ 


ونترك الآخر يتحوّل» وهذا ما يقودنا إلى اصطناع التابع fis Na‏ 





lr 




















1. علّل اشتقاقية التابع ر على المجال ]00+ ,0[» واحسب ()"/ . 
2. تيقن أنّ المتراجحة 0 < (ي)' ثكافئ 














مد هلاي 1 1 1 

2a + zx O ع5‎ 
1 1 a 1 
GG 8 


وأخيراً ara‏ > ولج . 

83 م أن التابع Na‏ جد بن متزايد تعاماً على | 0+ ,0| » واستنتج أنّ المتراجحة al > aN a‏ 
ثكافئ » < 4 والمساواة 0 ے = وله تكافئ 5-6 

4. استنتج أنّ التابع / يبلغ قيمته الصغرى عند ٠‏ = وأنّ هذه القيمة هي 2/2. 

5. إذن» أيَاً كانت 0 < ± كان 20/2 < (ي)/. 


ي أنجز الح واكتبه بلغة سليمة. 


© المجرمالامتل. 


نذكّر أنَ طول مولّد مخروط دوراني يساوي بُعد رأسه عن أيّة نقطة من دائرة قاعدته. عيّن 
المخروط الدوراني الذي طول مولّده يساوي ده 30 وحجمه أكبر ما يمكن. 
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في مسائل من هذا النوع» يفيد الرسم الأوّلي في توضيح الوضع وتوجيه الحساب. 

نعلم أنّ حجم هذا المخروط يساوي = 7. لحساب القيمة الكبرى للحجم 

1/7 ندرس اطراد 17 بالاستفادة من الاشتقاق. ولكنن V‏ يتبع متحولين org h‏ 

علينا إذن التعبير عن ”17 بدلالة متحرّل واحدء ومنه فكرةٌ البحث عن علاقة تربط 7 و7. 

1. أثبت صحّة العلاقة (») الآتية 900 = 7,2 + 2م. 

2. تيقّن أنه إذا استفدنا من العلاقة (*) للتعبير عن « بدلالة ”7» حَوَتْ عبارة 17 على جذر 
تربيعي. أمَا إذا استفدنا من العلاقة (*) للتعبير عن ١‏ بدلالة 7»: أخذت عبارة ۷ هيئة كثير 
حدود بالمتحوّل ۸ يسهل اشتقاقه. 

3. أثبت أنّ عبارة ۷ بدلالة ۸ هي [*- .900( = (1”)0 و ۸ تنتمي إلى المجال [0,30]. 


4. احسب (1*7 وحل المتراجحة 0 < (17)8» ثُمّ استنتج جهة اطراد 217 وقيمته الكبرى. 


ر انكر وناك اكه اة اة 


6 











نتأمّل في مستو منسوب إلى مَعْلَم متجانس (0,7,7)» القطع المكافئن 2 الذي معادلته 
1 = ي والنقطة 4رالتي إحدانيتاها (2-,0). 
عيّن النقاط 34 من القطع 7 الأقرب إلى ۸. 

1 نحو الحلّ 
يجب بداية توضيح قولنا « نقاط 7 الأقرب إلى 4 ». هذا يعني أننا نبحث عن النقاط 74 من 
2 التي تبلغ عندها المسافة 4/1 قيمتها الصغرى. ولمّا كان المَعْلّم متجانساً كان حساب المسافة 
المشار إليها سهلاً انطلاقاً من إحدائيّات النقاط 4 و3 . ولمّا كانت 14 تقع على القطع 7 
تعيّنت إحداثيّاتها بسهولة انطلاقاً من فاصلتها 4 . 
1. ما ترتيب النقطة 1 بدلالة م؟ 
2. تیقن أن 9 + 54 - كول - 

# نجحنا بحساب 414 بدلالة ». إذن علينا إيجاد القيمة الصغرى للتابع 41 بدراسة جهة اطراده 
بالاشتقاق. لنضع م التابع الذي يقرن بالعدد » الطول 434 أي 9+ و5 - “ل = (ي)ر. لم 
ا ا ل ل ل 1» في 
حين نعرف كيف نشتق التابع ()م + . ولكنّ 414 طول؛ فهو أصغري في الوقت نفسه الذي 
يكون فيه مرّبعه 4⁄7 أصغرياً. 
لنعرّف إذن 9 + 2ه5 - 4 = (ي)م ولنلاحظ أنّ 0 < (2)م أيَآً كانت قيمة . 
1. عيّن القيمة الصغرى للتابع م على 18»ء وأوجد الأعداد الحقيقيّة التي يبلغ م هذه القيمة 

عندها. 
2. لنفترض أنّ م يبلغ قيمته الصغرى (5)م عند 4 من 18. أثبت أن 
(4) م > ()م/ R,‏ ع Vz‏ 
3. استنتج القيمة الصغرى للتابع / على #» وأوجد الأعداد الحقيقيّة التي يبلغ هذه القيمة 
عندها. 

4. ما عدد النقاط التي تجيب عن السؤال المطروح ؟ 

و أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة. 


(8© أكرساحة. 


ثبت أنّ المربّع الذي محيطه 2» هو أكبر المعينات التي محيطها 2 مساحة. 


@ 
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ليس لدينا الكثير من الفرضيّات. نعلم فقط أننا نبحث عن معين محيطه 

يساوي . لنرسم إذن شكلاً نستخلص منه بعض النتائج. e‏ 
إن لجميع هذه المعينات طول الضلع نفسه وهو = 4. لنرمز بالرمز 
5 إلى مساحة المعين 4807 . نعلم أن = ٠5‏ فمن الطبيعي إذن أن نضع 
40 = ه و82 = ن. لإيجاد أكبر قيمة للمساحة £ ندرس اطرادها. وتأتي فكرة إيجاد علاقة 


تربط » و ي من كون $ يتبع لمتحوّلين. تأمّل الشكل» واستفد من كون المثلّث 048 قائماً في 
0 لتجد علاقة تربط بين وين. 


AC <> BD 
2 


أثبت أنّ ه4 = ”ن + ي ثُمّ استنتج عبارة 5, بدلالة » وه. 
نجحنا بالتعبير عن $£ بدلالة ». ونفر بدراسة جهة اطراد التابع ()5 +؛ ٠4‏ ولكن للأسف لم 
ندرس بعدُ كيف نشتق مثل هذا التابع. ولكن 0 < $ فهو إذن أعظمي في الوقت نفسه الذي يكون 
فيه مرّبعه 52 أعظمياً. 
2 
1. تيقن أنّ المسألة تؤول إلى دراسة التابع [ نه - 42 بج نه : م على المجال |ه,0]. 
2. ادرس هذا التابع واستنتج قيمته الكبرىء وقيمة» أو قيم» » التي يبلغ عندها قيمته الكبرى. 
3. استنتج القيمة الكبرى للتابع 5,» مُعلَلاً إجابتك. 


39 اطراد تاج مئلنى. 


ليكن / التابع المعّف على [0,2] بالعلاقة م 5ه = (2)/ . ادرس اطراد التابع / . 
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لدراسة اطراد تابع قابل للاشتقاق» نحسب مشتقه» ثُمّ نعيّن المجالات التي يكون للمشتق عليها 

إشارة ثابتة. علّل كون التابع / قابلاً للاشتقاق على المجال [10,7]. وتحقق أنه مهما تكن : يكن 
)3 + هامه- = مار 

إذن علينا دراسة إشارة |2 + :)دنه وهي عكس إشارة ()"/ . والسؤال الذي يطرح نفسه هو كيف 


نعيّن بوجه عام إشارة تابع جيبي؟ نستفيد من منحني التابع sin‏ : 








ونطرح السؤال: في أيّ مجال يتحول 2 + ه = × عندما يتحول :ه في المجال |0,7]؟ 
.١‏ تيقن أن × يتحول في المجال [5,55]. 

2. است ستنتج حلول كل من 0 < sinX‏ و0 = sinX‏ و0 > .sinX‏ 

3. استنتج حلول کل من 0 > )7+ sin(z‏ و 0= )2+ sin(z‏ و 0< )7+ sin(z‏ 
4. بين اطراد التابع f‏ 


ور ال لسرا" اكبيد بلقل له 








09 نین ر التابع المعّف على 12 بالعلاقة و2 - لك له = ()/ . 


1. ادرس اطراد التابع /. 
تنت سا 
نتأمّل تابعاً / يُحَدَّق الخواص الآتية. 
٠‏ مجموعة تعريف f‏ هي ]00+,1-[لا]1-,2-] = 12. 
/ يقبل الاشتقاق على (1. 
ء أ ينعدم في 7 فقط عند 2- وعند 0. 
ف 20 زور على ]0,66[ و0 > زور على ]10 =[ 0 ]221 | 
1. ©. ادرس اطراد التابع / 
6. قارن في حالة 0 > 6 > ۾ > 1- بين (0)/ و (0)/. 
6. بافتراض أنّ لع ماس اك ا اه 
. بافتراض أنّ 2- = ه و0 = 0. أيمكنك المقارنة بين (0)/ و(6)/؟ 
ف فع إضدافة إلى ما منيق أن / تكب بالشكل ۶ ب ۾ و" وم وم أعداد حقيقية 
و0 < م. عيّن تابعاً / يُحقّق الشروط المذكورة. 
9 ينه ناحتما ايع ر ر کی ی فس د 1 - (ه)ر. عين 


مجموعة تعريف /ء ثُمّ ادرس اطراد التابع / تبعاً لقيم 0. 


1 + ب 9ح دروو‎ ١ 7 > الصا‎ ١ 
عددا حقيقيا. والتابع 1 هو التابع الكسري المعطى بالعلاقة = ريوال.‎ 7١ لیکن‎ 


2 -- 0 


عيّن مجموعة تعريف /» ثُمّ ادرس اطراد التابع / تبعاً لقيم 7. 


6 








© ني الحالات الآتية» ادرس اطراد التابع / على المجال المعطى. 








Ta UR a89) © 
=, اربص مر‎  ه‎ 
I = [0,2], f(z) = > + cos © 
1 =], 5م منه = (0)/ ,ع‎ © 
م‎ f(a) = cosa + >c0s(22) © 





ري في الحالات الآتية» ادرس اطراد التابع / على المجال المعطىء ثم أوجد عددين " و11 
يُحقّقان 11 > (2)/ > ” أيَآ كان من 1 على أن يكون المجال [77,11] أصغر ما يمكن. 


© 3+ 4+ 2 - ته = رما ,[8,1-] - 1 


1 = [0,6], f(a) = 22-94 +12: +1 © 





1= [14], f = + -1 0 
4 
عد‎ _ 2 + 32-1 
1= 18|, f(z) = ا2‎ 12 @ 








© نین التابع م المعف على 12 بالعلاقة 4 + 22 + 5ه = (م)م . 
1. أثبت أنه عندما ينتمي ‏ إلى |1,4-] ينتمي (2)/ إلى [4,7]. 
2. هل عكس الخاصة السابقة صحيح؟ 








© ليكن التابع / المعرّف على 1 بالعلاقة 1 + 82 - “به8 = (م)م . أثبت أن 1 > (م)ثر > 1- 
يُكافئ 1 > 2 > 1-. 


1 1 3 2 2 
32 
ا( أثبت أن للمعادلة مج = COST‏ حلاً وحيداً في المجال a‏ 2-]|. 


57 


6 























09 نتأمل التابع المعرّف على 12 بالعلاقة 24 + 2 + ”34 - د6 = (جم)مر. 
1. ادرس اطراد التابع م . 
2. أثبت أنّ للمعادلة 0 = ()/ حلا وحيداً » في المجال ]1-,2-[. 
3. أثبت أنّ » هو الحل الوحيد في 1 للمعادلة 0 = ()/. 
4 استنتج جهة اطراد التابع 24-0 ا اوح 0 جا بن وز 








(9 متراجحة يرنولي. ليكن ” من ٩‏ . أثبت أنه مهما يكن 0 < » يكن 


.)1 + "[ه‎ < 1 + nz 








© این / التابع المعّف على 1 بالعلاقة 32 + 3ب = (5)/» وليكن ٤‏ خطه البياني. وأخيراً 
ليكن 4 المستقيم الذي معادلته 4 -+ = ل. 
1. احسب إحداتيّات نقاط تقاطع الخط البياني © مع محور الفواصل. 
2. استنتج أنّ الخط البياني © والمستقيم 4 يشتركان بنقطة على الأقل. 
3. ادرس الوضع النسبيّ للخط البياني © والمستقيم 4. 








REE LEE 
للليالئتللا‎ | ld 
HERS HEEE 
ضاخ نا‎ O ا‎ 


BME 
EEA E EE EE E 


(@@ ليكن + عدا حقيقيً موجباً أو معدوماً. 
1. أتبت على التوالي» بدراسة اطراد توابع مُختارة اختياراً جيّداً. المتراجحات الآتية. 
COST © Sinz > 2: O‏ < تا 
© نه طة > ڈول بن © اوطح og Ce‏ 
2. احصرء في حالة 0 < ۾ كلا من التابعين زه و 605 بين كثيري حدود. 


2 1 1 
3. استنتح مما سيق تقدبرا للعددين حط لوو - : 
سنج سبق تقديرا ين له و0052 


© لین ۸ عدداً حقيقيّاً موجباً تماماً. ننسب المستوي إلى مَعْلَم متجانس. ونتأمّل 
جزء المستوي المحدّد بالقطع الذي معادلته “1 = ل وبالمستقيم الذي معادلته 
۸ = ن. نريد أن ُنشئ داخل ذلك الجزءء وكما هو مبيّن في الشكل المجاورء 
مستطيلاً مساحته أكبر ما يمكن. احسب بعدي هذا المستطيل بدلالة 7. 





@ 




















ا( أسطوانة ارتفاعها ونضف قطر قاعدكها ٭ تسن داخلا كرة نصفه قطرها رع وابخیت تكون 
قاعدتا الأسطوانة دائرتين من سطح الكرة. 
© عبر عن ,م بدلالة ۸ و ۸. 
© احسب حجم الأسطوانة بدلالة 7. 
© ما قيمة ۸ التي تجعل حجم الأسطوانة أكبر ما يمكن؟ 





9 مخروط دوراني ارتفاعه ۸ ونصف قطر قاعدته م يمس داخلاً كرة نصف 
قطرها 7 ومركزها ۰0 وبحيث تكون قاعدته دائرة من سطح الكرة. 
© أثبت أنّ ” يساوي (۸ - ۸)2۸/ ثم احسب حجم المخروط بدلالة 7. 
© ما قيمة ۸ التي تجعل حجم المخروط أكبر ما يمكن؟ 


حا 





ا( نتأمل في مَعلم متجانس القطع المُكافئن < الذي معادلته 2ه - 1= ل (مل,و») 14 نقطة من 
القطع 7 تُحفّق 0 < 0ه و0 < رن. يقطع المماس للقطع < المرسوم من 11 محور الفواصل 
في 4 ويقطع محور التراتيب في 8 . عيّن موضع /1 الذي يجعل مساحة المثلّث 048 أصغر 
ها نکن 





ر 





امقاربات ودراسة التوابم 


0 نباءة تابم عند اللاهأيةالموجبة 
© اة تام عند اللاهاءة السالبة 
@ اة تاع عند نقطة 
مرهنات النهادات 


© دمراسة التوام حكثيرات الحدود وبعض التوام الڪسربة 


كارل قايرشتراس (1815-1897) Karl Weierstrass‏ 
هو عالم رياضيات ألماني» بدأ حياته العملية مُدرّساً في 
مدرسة ثانوية ثم حصل على وظيفة أستاذ في جامعة برلين 

عام 1846. 
هو أبو التحليل الرياضي الحديث» ويرجع إليه الفضل في 
صياغة المفاهيم الرياضياتية الحديثة» كمفاهيم النهاية 





كارل فايرشتراس 


هذه المفاهيم يُدرس حالياً باستعمال الرموز التي أدخلها. قادته أعماله العلمية إلى 
إنشاء العديد من التوابع التي تتمتع بخواص استتنائية» والتي كان وجودها مجهولاً قبله. 
فمثلاً أثبت فايرشتراس وجود تابع مستمر على مجموعة الأعداد الحقيقية دون أن يكون 
اشتقاقياً عند أية نقطة منهاء وكانت هذه النتيجة غك CE‏ 


الذين عاصروه أو سبقوه من أمثال كوشي وغاوس وأويلر ولايبنتز وغيرهم. 





تابع فايرشتراس دوري ومستمر ولا يقبل الاشتقاق عند أية نقطة 





المعاربات ودراسة الوابع 


6 انطلاقة نشطة 


تكن لقاع ر المعزف على 18101 بالصيفقة ع كوو قن ادن الى نھ يعض 








الأعداد القريبة من العدد 0 وقيم التابع / المقابلة لها. 





f(z) | 0.84147 | 0.95885 | 0.98962 | 0.99740 | 0.99935 | 0.99948 | 0.99996 | ...+ 1 


نلاحظ من الجدول أنه عندما تقترب قيمة * من العدد 0 تقترب قيمة ()/ من العدد 1 وذلك مع كون 





في مثل هذه الحالة نقول إِنّ التابع , يسعى إلى العدد 1 عند الصفرء ونكتب 1 = (2)/ 1:١‏ . 
ب مجع 


© نهاية تابع عند اللانهاية الموجبة 


مرن 


نقول إِنّ التابع /, معرّف في جوار اللانهاية الموجبة ٠+٥0‏ إذا كانت مجموعة تعريفه تحوي مجالاً من 





الشكل ]0ه +,0[ مع R‏ © ۾. 
فيما يأتي سندرس سلوك تابع في جوار ٠+٥0‏ وسنميز الحالات الآتية. 


1 التهاية +٥‏ عند مه+. والتهابة مه- عند 00+ . 

7 رید 

نقول إن نهاية f‏ عند +٥‏ هي +٠١‏ إذا كانت قيم ()/ تتجاوز أي عدد حقيقي 1 عندما تكون ‏ 
كبيرة بما يكفي. ونكتب ذلك 0+ = (2)/ر صا . 


مونولجوعو 


ل 











في الشكل المجاور نرى أنّ قيم التابع تتجاوز العدد 1/7 عندما تصبح نه 
أكبر من حدٍ معيّن ۰0 
ونقبل أنّ نهاية التوابع الآتية هي 00+ عند مه+. 


3H 2, جربو ,جا ,2 جربع‎ NT 


ج مریم 
نقول إن نهاية ‏ عند 00+ هي -٥‏ إذا كانت قيم () تصبح أصغر من أي عدد حقيقي 14 
عندما تکون ‏ كبيرة بما يكفي. ونكتب 0ه- = ()/ مدلا . 


ls a gê ©) 





ففي الشكل المجاور نرى أنّ قيم التابع تصبح أصغر من العدد 11 عندما 


1 
تصبح + أكبر من حدٍ معين 20. 0 
ونقبل أنّ نهاية التوابع الآتية هي 05- عند 00+. : 
M 1‏ 
بولح جربو ,جا ,د جا ,چ جا 


1.. النهابة عدد حقيقى £ عند مه .+ المقارب الأفقى 


© ر 
نقول إنّ نهاية ‏ عند 00+ هي / إذا كانت قيم ()/ تصبح قريبة من القيمة 24 أو تتجمّع حول /» 
عندما تصبح » كبيرة بما يكفى. ونكتب / = (م)ر صا . 

13+00 


بصياغة أدق مهما اخترنا العدد 0 < ع فإن قيم (») ستقع داخل المجال ]ع + ٤,2‏ - | بدءاً من حد 
معين ٠»,‏ وذلك كما هو موضح في الشكل المجاور. 

في هذه الحالة نقول إِنّ المستقيم / = ر مستقيم مقارب أفقي عند 
»+ للمنحني ٠€,‏ لأنّ المنحني يقترب من هذا المستقيم عندما تزداد 
قيم :. 

ونقبل أنّ نهاية التوابع الآتية هي 0 = / عند مه+ 





س ا1 جا 1 


1 
7 ١ج‏ و4 2 


6 


و 


. lim f(z) = +o قال حال‎ | 


م +3 


ليكن التابع / المعّف على 1 كما يأتي 2 = (ي)ر. إذا كانت 
1< # كان ± < 22. وهكذا عندما تأخذ + قيماً كبيرة فإن 2 
تصبح كبيرة أيضاً. أياً كان العدد الموجب تماما /1» فإِنَ 2م 
تتجاوز هذا العدد بمجرّد أن يصبح /1/ <:. ونكتب 











. تع رونا‎ = +00 
iı gi ®. 8 


حل 0 - و 
ليكن التابع ل = (م)م/ ب المعّف على ]10,20. يبين الجدول الآتي القيم التي يأخذها / 
42 7 0 


عند بعص النقاط. 


1١ 5 | 10 | 100 | 1057 | 0 





























وهم | يع 


0 |1055 | 0.01 | 0.1 | 0.2 11 
a 3 5 f.‏ فا 5200000 1 
نلاحظ أنه عندما بأخذ ١‏ قبماً أ 
عندما يأخذ المتحول + قيما أكبر فأكبر تتجمّع قيم 0 

عند إلى الصفر. 
فإذا كان 0 < ع عدداً حقيقياً موجباً» وقعت جميع قيم (»)/ في 


المجال [0,٤]‏ بمجرّد أن كانت ل < :ه. ونكتب 0 - 2+ صا . 
2 


1T‏ وملجيروع 





إنَ محور الفواصل مقارب أفقئّ لمنحنى التابع ثم عند اللانهاية الموجبة. 
ٍ قفي لمنحني التابع أ : 

















وص كيف نبا بنهاية تابع عند 00+ ؟ 


ليكن التابع / المعطى بالعلاقة للك = مير. تحوي مجموعة تعريف / المجال 
]ده + ,1[» فهو معرّف في جوار اللانهاية الموجبة. لنحاول التنبّؤ بنهايته عند 00+ حدسيّاً عندما 
تكون * كبيرة يصبح العدد 1 مهملا أمامهاء ويمكننا من ثَمّ اعتبار البسط قريباً من 2ء والمقام 
قريباً من *. أي يكون 2 = "2 بم (0)/ عندما تكون + كبيرة. أي نتوقع أن نهاية التابع / عند 


6+ هي 2 = /. ونكتب 2 = (25)[ تنلا ٠‏ 


يووا ديو 
قال ]) نيكن التابع / المعرّف على ۸ بالعلاقة م - ”+ = (5)/ . لنحاول التنبؤ بنهايته في 06+ 
حدسيّاً عندما تكون ‏ كبيرة تكون 2 أكبر من ». كي نرى ذلك يكفي أن نقارن 100 و1002» 
ثمّ 1000 و ٠...10007‏ نقول إِنْ 2 هو الحد المسيطر في المقدار ‏ - 2 . لتخرجٌ هذا الحد 


عاملاً مشتركاً ا 
132 








“ه = ()/ . رأينا فيما سبق أن + يصبح قريباً من الصفر عندما تصبح 
4 





ت كبيرة» وعليه يقترب المقدار من 1. أي إن سلوك (5)/ في +٠٥‏ يمائل سلوك 2د. 





1-1 
1 





إذن ہ+ = /)a(‏ صتا . 


r ون‎ 


9 إِنّ المناقشة في الأمثلة السابقة مبنية على الحدس ولا تعتبر برهاناً رياضيَاً» لكنها تفيد في التنبّؤ 


بالنهاية. وسنرى لاحقاًء كيف نحسب النهايات بأسلوب رياضياتي دقيق. 


هذ تدر 


احسب نهايات التوابع الآتية عند مما . 








0 وح قم = f(a)‏ © 1- كج = زور 
2 9 2 
© ل © 2-100 -- (x)=‏ 
x‏ 
2 1 2 
f= +1 ®‏ 0 خن = رمرم 
ُ3 22-1 
2 3 
5 2+ 22 8 1+ 22 _ 
32 + 327 و + شيع 











© نماية تابع عند اللانهاية السالبة 


© تعر 
نقول إنّ التابع / معرف في جوار اللانهاية السالبة 0ه-», إذا كانت مجموعة تعريفه تحوي مجالاً من 
الشكل ]ه,ه-| مع 1 © 4. 


2 النهاية +٥‏ عند ٠-٥‏ والنهاية مه- عند 0ھ 


© رید 


نقول إِنّ نهاية /, عند 0ه هي 00+ إذا كانت القيم (2)” تتجاوز أي 
عدد حقيقي 14 عندما يبتعد المتحول نحو مه-» أي عندما يصبح 
سالباً وتصبح قيمته المطلقة كبيرة. ونكتب 00+ = ()/ر 0ا . 


ففي الشكل المجاور نرى أنّ قيم التابع / تتجاوز العدد 1/7 عندما تصبح 
أ صغر من حدٍ معيّن 20. 
نقبل أنّ نهاية التوابع الآتية تساوي +٥0‏ عند مه 





© ر 
نقول إن نهاية / عند 0ه هي 0ه- إذا كانت قيم ()/ تصبح أصغر 
من أي عدد حقيقي 1/4 عندما يبتعد المتحول » نحو مه-ء أي عندما 
يصبح سالباً وقيمته المطلقة كبيرة. ونكتب مه- = (»)/ lim‏ . 

في الشكل المجاور نرى أنّ قيم التابع / تصبح أصغر من العدد 1 


نقبل أنّ نهاية التوابع الآثية تساوي 0- عند مه- 





2 النهادة ھی عدد حميهى / عند مه-» المقارب الأفقّى 


7 ری 


نقول أن نهاية م/ في 0ه- تساوي 7 إذا كانت القيم ()/ تقترب من العدد 7 عندما يبتعد المتحول نه 


نحو 0ه-» أي عندما يصبح سالباً وتكون قيمته المطلقة كبيرة. نكتب ذلك بالصيغة £ = ()/ر صا . 


نونج رق 


صياغة دقيقة: 


4 


أياً كان العدد الحقيقي الموجب 0 < ء فإنّ قيم ()/ ستقع داخل 
المجال ٤|‏ + #,ج - )| عندما تصبح :ه أصغر من حدٍ معين نند. 





نقول عندئذ إن المستقيم الذي معادلته # = ر هو مقاربٌ أفقي لمنحني التابع عند مه-. 
نقبل أنّ نهاية التوابع الآتية تساوي 0 = / عند مه 
1 1 
ب وا ور 
1 432 


وض كيف نستوضح معنى التعاريف السابقة ؟ 


لنتأمّل التابع / المعزف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة © 
كما يأتي 2 = (2)/. 
عندما يبتعد المتحول ‏ نحو اللانهاية السالبة» أي يصبح سالباً 
وقيمته المطلقة كبيرة» تصبح 2 كبيرةً أيضاً. إذا كان /1 عدداً 
حقيقياً موجباًء ومهما كان 14 كبيراًء تجاوزت قيمة 2 هذا العدد 











بمجرد أن يصبح - > نه. ونكتب مم ل = ي صاا . 


0 -ج رق 




















قال ساس التابع 3ه = (م)م ا ى المعّف على ۸. إذا كانت 


1- > ±2 كان 1- > » > » وكان یا || < 2| وهكذا 

عندما يصبح : كبيراً بقيمته المطلقة تصبح الأعداد 3 سالبة 

وكبيرة بقيمتها المطلقة. نكتب في مثل هذه الحالة 
3 


. lim 2” = مم‎ 
4 ia ag 4 





وص كيف نتن بنهاية تابع عند 0 ؟ 








| قال لیکن التابع /, المعرّف بالعلاقة ل + به = ()7. إِنْ مجموعة تعريفه هي **1 وتحوي المجال 
34 
]1-,0ه-[» فهو معرّف في جوار اللانهاية السالبة. لنحاول توقع نهايته عند -ه- حدسياً عندما 
يكون ‏ سالباً وكبيراً بقيمته المطلقة فإنّ العدد “عب فين اانه لخد كذ + ان 
1L 32‏ ممجديرر 
يمكننا اعتبار ‏ نہ ()/, في جوار 0ه-. أي إنّ نهاية التابع عند ه- هي 0ه-. ونكتب 


مه- = /f)z(‏ دنا . 


00 -ج ل 


9 إن المناقشة في الأمثلة السابقة مبنية على الحدس ولا تعتبر برهاناً رياضيّاً لكنها تفيدنا في 
توقع النهاية. وسنرى لاحقاً كيف نحسب النهايات بشكل رياضياتي دقيق. 


عيّن نهايات التوابع الآتية عند مه-. 











f(z) نه ع‎ 0 © f(a) = a -2:—-1 © 

=2 ه‎ f(a) = -2: +6: © 
1 1 

© :+= ه = 
2 4 

9 5 + = مر 8 للج - رمرم 
زه = 2 F3‏ ف 














© نمایۃ تابع عند نقطمَّ 


فيما يأتي سنرمز بالرمز ,2 إلى مجموعة تعريف التابع /. كذلك سنفترض أن 4 عدد حقيقي يحقق أحد 
الشرطين الآتيين: 

۵ إما أن يكون ۾ عنصراً من ,(. 

ه أو أن يكون ى طرفاً لأحد المجالات المحتواة في ,7 . 


3 .التهاية +٥٥‏ عند اد مه- عند » . المقارب الشاقولي 


47 ر 
نقول إن نهاية f‏ عند » هي 00+ إذا تجاوزت قيم ()/ أي عدد 
حقيقي 1 حين تقترب + بما يكفي من العدد 0. ونكتب ذلك 


.lim f(z) = +oo 


14a 





في الشكل المجاور نرى أنّ قيم التابع تتجاوز العدد 1[ عندما يصبح بُعد 
2 عن ۾ أصغر من حد معين ۰ حيث » عدد حقيقي موجب تماماً. 


التابع مات معرّف على المجال 1هه<+ ,10 = م(1. 
32 


والنقطة 0 = ۾ لا تنتمي إلى المجال ,7 ولكنها أحد طرفي هذا المجالء 
يمكننا إذن دراسة نهاية التابع عند النقطة 0 = ۾. عندما تقترب الأعداد 


e‏ 0 فإن القيم م تصبح كبيرة أكثر فأكثر. إذا كان 11 نذا 
1 


حقيقياً موجباً تجاوزت قَيمْ التابع العدد 11ء مهما كان 11 كبيراًء عندما 





تصغر قيمة ‏ بحيث يصبح < نه > 0. 
نقول في هذه الحالة إن نهاية التابع م/ عند الصفر تساوي +٥0‏ . ونكتب عندئذ 
مد و وا 
ع + ميج s40" Nr‏ 
ويكون محور التراتيب الذي معادلته 0 = :4 مقارباً شاقولياً لمنحني التابع. 


® 


© ری 


نقول إن نهاية / عند » هي -٠١‏ إذا صارت قيم (#)/ سالبة وأصغر 
من أي عدد حقيقي 1/1 مُعطى سابقاً عندما تكون * قريبة بما يكفي من 
العدد ۾. نكتب ذلك م- = ()/ صنا. 


0ج 2 


في الشكل المجاور نرى أنّ قيم التابع تصبح أصغر من العدد 17 عندما 





يصبح بُعد ‏ عن ۾ أصغر من حد معين »» حيث » عدد حقيقي 
موجب تماماً. 


نقول أن المستقيم الذي معادلته + = ى هو مقارب شاقولي لمنحني التابع. 


5 النهانة عند 0 هى عدد حفيفى / 


4 رین 
نقول إن نهاية / عند 4 هي / إذا تجمّعت القيم ()/ قرب القيمة 2 عندما تصبح ” قريبة بما يكفي 
من ه. ونكتب ذلك / = ()/ مدنا . 


2-0 


صياغة دقبقة: 


مهما كان 0 < > فإن القيم ()/ ستقع داخل المجال |2 + ,ع -4| عندما يصبح المتحول :ه من 
,7 قريباً من ٠»‏ أي عندما يصبح بعده عن + أصغر من حد معين » (يتعلّق بالعدد 5). 
نقبل بالنتائج الآتية. 

« إذا كانت 0 < مء كان هله = لہ دنا . 


0 ح رد 


« إذا كان 7 كثير حدودء وكان ٠‏ عدداً حقيقياًّء كان (7)0 = (2ه)ط اا . 


أوجيو 


ه إذا كان 7 تابعاً كسرياً معرّفاً عند + » كان (7)0 = (نه)7 مدنا . 


0 جد 


ه لدينا كذلك (4)وم» = (#)دمه هنا و (0)صذه = ()«اء دنا أياً كان العدد الحقيقي 0. 


مجديو 2-0 


1 
وص لماذا ليس للتابع = جم 7 نهاية عند الصفر؟ 
3 1 


عندما تتحوّل 2 في 7,10 10-|» محذوفاً منه الصفرء 
تأخذ الأعداد (م)م قيماً كبيرة موجبة فإذا كان 107 = ± مثلاً كان 
2 = (بم)مء وتأخذ أيضاً قيماً كبيرة سالبة فإذا كان 10-15  -‏ مثلاً 


كان 1015- = )م . فإن قيم التابع ()/ لا تتجمّع عند +٥‏ كما إِنّها 





لا تتجمّع عند .-٥١‏ ولا تتجمّع عند أي عددٍ حقيقي معطى /. 


ولكن عندما يأخذ المتحول » قيماً موجبة قريبة من الصفرء تصبح الأعداد أ كبيرة موجبةء وتنتهي 
4 5 
بتجاوز أي عدد حقيقي /1» مهما كان كبيراًء على وجه الدقة لدينا 


لما كان کان اا 
1 





00 
M 











نقول في هذه الحالة إن نهاية التابع / من اليمين عند الصفر هي 00+. ونكتب عندئذ 


1 . + ا 
lim=— = +00‏ أو 0+ == lim‏ 
2401 27 "140 
2>0 


وبالمثل عندما يأخذ المتحول © قيماً سالبة قريبة من الصفرء فإنَ الأعداد + تصبح سالبة وكبيرة 
432 


بقيمتها المطلقةء وتنتهي بأن تصبح أصغر من أي عدد حقيقي 1ء مهما كان سالباً وكبيراً بالقيمة 


المطلقةء أي إذا كان و ب كان ا 
M 3‏ 32 














نقول في هذه الحالة أن نهاية التابع / من اليسار عند الصفر هي .-٥١‏ ونكتب عندئذ 


1 . + 1 . 
مه- = يون أو مه == lim‏ 
z40 27 1401‏ 
2<0 


6 


رض كيف نتوقع نهاية تابع كسري في نقطة خارج مجموعة تعريفه؟ 


لیکن التابع 1 الكسري المعّف على ]6+ ,1[ ]—-oo0,1[ U‏ 


كما يأتي العدد 1 يقع على طرف أحد مجالات 


2-1 
التعريف» يمكننا إذن دراسة نهاية التابع عندها. نعلم أن 
(z +1) = 2‏ يسنا و 0 = (1- #) lim‏ 








عند قسمة أعداد قريبة من 2 على أعدادٍ قريبة من الصفر نحصل على 

أعداد كبيرة بقيمتها المطلقة. ولكن ما هي إشارتها ؟ إذا كانت 0 < (1- ) وقريبة من الصفرء يصبح 
الكسر موجباً وكبيراًء وإذا كانت 0 > (1- ) وقريبة من الصفرء يصبح الكسر سالباً وكبيراً بالقيمة 
المطلقة. وهكذا كما في المثال السابق ندرس النهاية من اليمين ومن اليسار. 

٠‏ من اليمين: نتأمّل مقصور / على المجال +٥0]‏ ,1[. عندما يقترب * من العدد 1 من اليمين يكون 
0 <1- و يكون (1 + «) قريباً من 2. إذن تبقى القيم م موجبة وتصبح كبيرة جداً. 

نقول إن نهاية ن ,عن اليمين: :عند 1 هي ووا ونكتب وود ر :رعلا + 

٠‏ من اليسار: نتأمّل مقصور / على المجال ]0,1ه-[. عندما يقترب : من العدد 1 من اليسار يكون 
0 > (2-1) و يكون (1+ ) قريباً من 2. إذن تبقى القيم + سالبة وتصبح كبيرة جداً بقيمتها 
المطلقة. 


نقول إنّ نهاية التابع / من اليسار عند 1 هي مه-. ونكتب 0ه- = () دنا . 


13417 


کچ تسر 
ادرس نهايات التوابع المبينة أدناه عند النقطة ى المعطاة. قد يلزم مناقشة وجود نهاية من اليمين ومن 











© 0ه ,گرم © وده حح - زمر 
8 ا ا اصع بكري 
1+ 2+ دجم ا 


© مبرهنات النهايات 


تفيد المبرهنات الآتية» التي سنعرضها في جداولء في حساب نهايات التوابع و+ / و ور و 1 إذا 





كنا نعرف نهاية / و و. هذه النهايات مأخوذة إما عند 00+ أو عند مه- أو عند نقطة ما ۾ من «1. 
في الجداول أدناه 1 و4 هي أعداد حقيقية. الخانات ذات اللون الأحمر تدل على الحالات التي لا 
تسمح باستنتاج النهاية والتي نسميها حالات عدم التعيين. في بقية الحالات» نقبل النتائج المبينة وهي 
سهلة التوقع حدسياًء فمثلاً إذا كان +٥‏ = ()/ نا وكان 3 = ()و سنا فإننا نتوقع أن يكون 


00+ = )()9 + /)سناء 


4 نهاءة ا جوع 





4.. نهاءة الجداء 





4-. نهابة الككسر 


4 نهابة و لاتساوي الصفر 























4.4. أشكال عدم التعيين 


عندما نكون بصدد حالة عدم تعيين فإننا لا نستطيع أن نحدد النهاية اعتماداً على الجداول السابق» وتلزم 
دراسة أكثر تفصيلاً في هذه الحالة. هذه الحالات الأربع هي 





»0xoo» «=» «=» 
o0 0 





09 هذه الكتابة هي رموز لتسهيل حفظ حالات عدم التعيين وليس لها معنى رياضي إذ لا يجوز مثلاً 
أن يكون المقام معدوماً في الكسر الأول. 


عشي كيف نستفيد من المبرهنات السابقة؟ 
0 نهاية مجموع 


lim (2 +2 +1) = +00 ®‏ . لأن ممل = 2ه lim‏ و مه+ ح (1+ lim (z‏ . 
g++ 00 2+00‏ 43+00 


. لان 0= = 2 ونا و =2 مدنا‎ . lim (2 + مه- = زه‎ e 


0 -ج 2 0 -ج 2 00 --ج- 0 


© نهاية جداء 


.ه 0= 2( -1)سنا. لأن 1 = )1#( lim‏ و0 = N‏ سنا . 


کج 1+0 


. اim و 0+ = لہ‎ lim (1- سنا . لأن مه- = زه‎ )1- al = مه-‎ ٠ 


2-0 جدنع مملجديرو 
@ نهاية كسر 


. و 2ل يبقى موجباً و0 = لہ صا‎ lim 2 - 3 = -3 sg o 


2+0 220 NT 


5 ا ا 

2-1 
فنهايته 0. عندما يكون 1 < » يكون المقام موجبا وينتهي الكسر إلى 05+ . ومن الجهة الأخرى 
نجد أنه عندما يكون المتحول 1 > x‏ يكون المقام سالباً وينتهي الكسر إلى 0ه--. أي لدينا 


١ 1 . 2-1 
1 = 1 کے‎ 
E منص‎ E 





ليس له نهاية عند 1» إذ نلاحظ أن نهاية البسط هي 2 = 1+ lima‏ أما المقام 





- 00 





@ 


© حالات عدم تعيين 


نعلم أنّ مد = lim Vz‏ وأن +٥‏ - سے أيضاًء إذن نحن هنا أمام حالة عدم تعيين من 


= 


الشكل |2 ). ولكن = 3 - زمر وفي هذه الصيغة الجديدة للتابع / يزول عدم التعيين ونجد 
0 ح ل mاi]ا‏ . 
دع سر 


.+ لندرس سلوك التابع ولد - ه = (ه)و عند‎ ٠ 
نعلم أن 00+ = وله صا وأن ه+ = ۾ هذا أيضاًء إذن نحن هنا أمام حالة عدم تعيين من‎ 
Yeo 3+ +00 
ولا نستطيع الاستنتاج بالاستفادة من مبرهنات النهايات. حدسياً نتوقع أن يكون‎ »)+٥0 - الشكل (مه‎ 
. +٥0 نهل مهملاً أمام » عندما تكون قيم » كبيرة. ونتوقع أن تكون نهاية التابع عند 0+ هي‎ 


ف س کے الح ر و کا که 2ه وو و 








:هله 
ينة 0 ود رايا موجه RS‏ 
زال عدم التعيين ويمكننا أن نستنتج النهاية من المبرهنات ونجد: 00+ = (8)و صا . 
144+00 


09 في حالات عدم التعيين "يمكن أن يحدث أي شيء" أي يمكن أن تكون النهاية مه+ أو ه- 
أو عدداً حقيقياً £ أو يمكن ألا تكون النهاية موجودة. 


هذ تدر 


۵ احسب النهايات () م سننا و ()و صتا و( )9+( im ١‏ و (هارؤر) سنا و ( 16 lim‏ 


00+ +4 مملدجوع لجع 0 | .® aa‏ 





في كلٍ من الحالات الآتية. 


gz) = z ©‏ و 22-6 = (نمالر. 
© 5ه = (ربواو و 9+ 3 = .)e(‏ 
© مف - مو و = مر 


6 





© خت الات اة 











0 و - lim © lim (a3‏ 
ا 1-1 لد 41ص 

lim 2+1 6 lim (Nz - az) © 
z40 ( 2 1+ 0 

3 : 2 

lim © limj— + © 
يد‎ 12 1 2+0 1 


lim مو لم)‎ — 3”) © lim 


7 — 12 مجر 8 بد 








© دراسة توابع كثيرات الحدود والتوابع الكسرية 
5.. نها ةكثرات الحدود عند 60+ وعنډ 060- 


« لندرس المثال الآتي ثم ننتقل بعد ذلك إلى الحالة العامة. 


| مال ]) يعن / تابعاً كثير الحدود معرفاً على ۸ كما يأتي 
1+ 5 د قو قم = مار 
حدسياً نتوقع أن يكون 5 وه مهملين أمام 3د عندما يأخذ المتحول » قيماً كبيرة. وذلك لأن 


2 
1 2 1 3 
3 يه 








32 2 
ےا lim‏ و lim‏ و lim‏ 
7 ججح r‏ 7ه بر 9® rs‏ 
نسمي الحدّ 3 الح المسيطر في التابع كثير الحدود /. لنخرج الحد المسيطر عاملاً من عبارة /رء 
ال ظم- 1-1 ف = (م)م. 
ا ُ2 1 





لما كان 1 + 1-2-5 مثا ومهل = #5 صا استنتجنا مباشرةء ااا إلى 
a+ +00 3 1.‏ 


44+ +00 


. lim f(z) = +o 


[ ۴ ا ا 
أمّا عند مه- فلدينا 1= | + 1-2-5 صنا ومه = ةس سنا . إذن 
32 مم-جوع موجه 
مه- = lim f(z)‏ 
موجه 











لیکن ,مل بوره + ... + 1 "مه + "ره = (ه)/ر تابعاً كثير الحدود من الدرجة 7 (أي إ 
قاعودي ما عدن وکا کا ر اکل الأتى» 


Ce 














U 0‏ 0 
0 د 1 f(z) = a," e EE‏ 
a," a,"‏ 0 
وذلك بإخراج الحد المسيطر ”,0 عاملاً. لدينا 
م- لحم وين و سوق (احيلتت وا و 0 يون 
ant z++oo dnt‏ ومملجيوع dant‏ ممدجينر 
ومنه نستنت 
ALE En E | =1‏ 
dnt apt dant‏ 00+ +2 





إذن نهاية التابع كثير الحدود / عند 0+ هي نهاية الحد المسيطر ”ره نفسها. ونثبت بالأسلوب نفسه 
النتيجة السابقة عند مح-. وهكذا نكون قد أثبتنا المبرهنة الآتية. 


عند مه+ وكذلك عند مه-» نهاية تابع كثير الحدود هي نفسها نهاية حدّه المُسيُطرء أي الذي له 
أعلى درجة. 


9 تنبّه إلى أنّ ما سبق ليس صحيحاً إل عند +٠0‏ أو عند مه-. 


. لأن + = و حصنا‎ lim (5z ه6-‎ +1( - +oo «٠ 


ودحو 
ل مه- = (1+ هه - قو + *3-( lim‏ لأن ممح أبهوقة - imا‏ . 
24+00 24+00 
«١‏ ممداح- (4 + 2و2 _- 48 lim‏ لأن ممح 423 lim‏ . 
وو سج رن من سج ور 


دراسة تابع كثير الحدود من الدرجة الثالثة. 


ليكن ر التايع المغرف على 12 بالعلاقة 1+ 3 - 2 + وج = (0)/ . اقرين الفايع م 








6 


























ف الاظررف ر قاي كر الحدوة» فيو معرقه وقايل اشاق على ومشلففه بهو 
42-3 + قو = (م) ار 
لندرس إشارة المشتق الذي هو كثير حدود من الدرجة الثانية (3 - 4 + 2 ) جذراه 1 و 3. إذن 
0 < 3- 44 + 2- عندما يكون x‏ في المجال ]1,3[ ويكون سالباً خارج هذا المجال. 
وهكذا نكتب جدول الاطراد 








معد 3 1 00 — 2 
- 0 + 0 - (»)/ 
يد 1 7 - 35 5 


هناك قيمة صغرى محليّاً عند 1 - ٠»‏ وقيمة التابع عندها هي 5 - = (1)/. وهناك قيمة كبرى محليا 


عند 3 = :ء وقيمة التابع عندها هي 1= (3)/. 


٠‏ جدول تغيرات التابع 
نضيف إلى الجدول السابق دراسة النهايات عند أطراف مجموعة التعريف: التابع / تابع كثير حدودء 


3 8 
إذن نهايته عند 0+ هى نهاية الحد المسيطر -- أي مه- = (ي)/ صنا ومه+ = (ه)م صتا . 
5 وم للجدع 


0 -ج 2 


وبذلك نكمل الجدول السابق فيصبح 


00+ 3 1 م0 — 32 
0 ج 0 ()/ 
مم N‏ 1 و <= XS‏ هه+ | f(z)‏ 





٠‏ رسم المنحني. نستفيد هنا من المعلومات المسجلة في الجدول 
السابق. ويمكننا زيادة دقة الرسم بحساب إحداثيات بعض النقاط 


الإضافية من المنحني: 











كذلك نعرف أن 0 = (3)/ = (1)/ أي إن المماس في هاتين النقطتين أفقي. 
يظهر من الرسم أن التقطة )23( في نة تفال لتحت ء6 شق من ذلك يناب 


المقدار: (7 - 2)/ + (۸ + 2)/ء فنجد 2 


® 









































5 نهابة تاب ع كسري عند 0+ » وعند 00- 
ف لندرس المثال الآتي ثم تنتقل بعد ذلك إلى الحالة الغامة. 


32 32 2و _2 
| ھال | لیکن / تابعاً كسريّاً معرفاً على 120117 كما يأتي : ۳۶ 2 = رم 


2-1 
إن ۽ هو خارج قسمة تابع كتير الحدود 6+:3- 5ه - ()م على تابع كثير الحدود 
1-ه = ()0. نهاية 27 عند +٥٠‏ هي نهاية حده المسيطر 2 أي مه+ء وكذلك نهاية © عند 
مه+ هي نهاية حده المسيطر # أي +٠١‏ . لإزالة عدم التعيين |7 ) نخرج الحد المسيطر من كل من 


OO 








البسط والمقام وذلك في حالة 0 ع ى فنجد 


5 
3 46 :2 و4 


f(2) = 3 2 3 


1 








2|1 = 1= 
32 32 








ولكق لدينا 1اگ +1 
4 4 


مه+ = ()ر "ا . ونجد بأسلوب مشابه 


44+00 


»ا . نستنتج بناءً على مبرهنات النهايات أن 


مملمجعوع 








صا و1= 12 
234+00 4 


مه- = /)z(‏ دنا . 


as ag ® ¢] 


© الحالة العامة: نقبل صحَة المبرهنة الآتية علماً أنَ إثباتها هو كما في المثال السابق تماماً 


عند هملكت وكذلك عند مم-»› نهاية التابع الكسري 


+ ۰-۰ + کک إذ (0 ع 7 (a,‏ 





2101 
هي نفسها نهاية 0 جا 4 


2 


تنټه إلى أن ما سبق ليس صحيحاً إلا عند 0+ أو عند مه-. 











2 2 
1 - 1 1 
ودالتشتحة ور خنع زد من جد a‏ 
47+ دبج موملجيوع 2 مولجدوع دبج 134+00 
٤ 1‏ 
2 ل 22 |مم-جع 2 2 ممسجيع 2 00 ¬1 
الم 3 
® 00+ = 5-7 صتا لان + = ته صا = د ہنا 
a++o| 2 +9‏ 00 -—+—-4 27 مم-جيرر 








6 

















5 المقارب المائل 

4)2:( 

(2) 
deg A = 1 + deg B 

عندئذ بإجراء قسمة إقليدية لكثير الحدود ()4. و ()8 نجد أن خارج القسمة ()0 هو كثير حدود من 

الدرجة الأولى: 5+ نمه = Q)»(‏ أمّا باقي القسمة ()8 فهو كثير حدود درجته أصغر تماماً من 

درجة 8 (وقد يكون معدوماً). في هذه الحالة نستنتج من المساواة ()8 + (:)0)(8 = ()4 أن 


R(z) 
B(z») 





لنتأمّل التابع الكسري 75 خارج قسمة تابعين كثيري الحدود: = ()” .. ولنفترض أنّ 


55 

















()” + ط + ممه = (#ه)"7 حيث 


r(z) =‏ و *8 © ه و 1 » 6 


وبوجه خاص يكون لدينا 


.lim r(z) =0 و‎ lim r(z) =0 


ون جح 0 0 جح رةه 


لنرمز بالرمز 4 إلى المستقيم ذي المعادلة ا + :مه = ر في مَعْلم متجانس. ولنتأمّل النقطة ((:)/ :)27 
التي فاصلتها :ه من منحني التابع # والنقطة (0 + مم,:ه)7 التي فاصلتها :ه من المستقيم 4. عندئذ 
نلاحظ أنّ 

(az + D)| = |") |‏ - (م)] | = PN‏ 
وتقترب المسافة 2777 من الصفر عندما يصبح * كبيراً بالقيمة المطلقة. 
أي إنّ منحني التابع يقترب من المستقيم 4 عندما يصبح * كبيراً بالقيمة 
المطلقة. نسمي المستقيم 4 مقارباً مائلآ للمنحني ,© (عند ه+ 


وعند مه-). 








دم ونلاحظ أنّ 





ة, 
5 




















. lim r)z)( =0 حسنا و‎ r)z( =0 


06ح دح درن 00 — جح رق 


إذن المستقيم الذي معادلته < + »1 = ي هو مستقيم مقارب للمنحني ٤,‏ . 


@ 



































و أيمكن للمنحني أن يقطع مقاربه المائل؟ 


ليكن التابع / المعرف على [8)0 بالعلاقة 








1 1 
— يه 1 عد نه كت fa)‏ 
13 1 
إِنّ المستقيم 4 الذي معادلته 1+ » = ر مستقيمٌ مقارب للمنحني ٠٤,‏ وذلك لأنّ الفرق 
1 1 
f(2) - (+1) = > 2‏ 


يسعى إلى الصفر عند مه+» وكذلك عند مم-. 
وهنا نلاحظ أنّ إشارة المقدار 
1+ 
حك = )1+( - f)‏ 


3 
هي إشارة البسط 1+ » فعندما 1- < » يقع جزء المنحني الموافق فوق المستقيم ٠4‏ وفي حالة 
1- > » يقع جزء المنحني الموافق تحت المستقيم 4 . والمنحني يقطع المقارب في النقطة (1,0-)۸ . 























2 
| قال ]] ننتامل الل ر المعرف كى 121 اا 7ل 2 د 


1-2 
1. أثبت أن المستقيم 4 الذي معادلته 1 + 2 = ن مقاربٌ مائل لمنحني التابع /. 


09 قرفا لإثبات أنّ المستقيم 2 الذي معادلته ۲ + به = ن مقارب لمنحني التابع f‏ عند مملء 
نثبت أنّ 0 = [(0 + نمه) - (#)/] مدنا . وكذلك نفعل عند مه-. 


يواجح و 


ولدراسة وضع المنحني بالنسبة إلى المقارب» ندرس إشارة الفرق ( + تمم) - (:2)/. 












د ابا إن 
7 5+ 32 - 2 


لكات ا كرك ال رك ار 


و0 = "ا . إذن المستقيم 4 الذي معادلته 1+ 25 = ن مستقيم مقارب لمنحني التابع / 


2 — جو ممدجع 





عد و وكذلك - پک صظ انق ورات مسقم يكارت تكحض کے ر غ ووه 


6 















































2. إنّ إشارة الفرق ك = (1 + «2) - ()ر هي إشارة المقام 2 - * ذاتها. أي إذا كان 2 < * كان 
08 ؛: 


0 < (1+ 2) - (م)مرء أي إن جزء الخط البياني الموافق لقيم 2 < 5 يقع فوق المقارب. وإذا كان 
2 > ت كان0 > (1+ 2) - ()م/ أي إن جزء الخط البياني الموافق لقيم 2 > ± يقع تحت المقارب. 


هذ تدر 


© احسب النهايات الآتية. 


ول ع نز 























lim © lim 223 - z) © 
مملجينع‎ FT 4+ +00 
e: 
lim (z + 3z* -1( © im كد‎ © 
2+ +00 +00 2 
8 2 
lim © lim كد‎ © 
a+ g2 1 نع = ى مسجم‎ 
4 
lim (gz — £) © im = @ 








© ليكن التابع ‏ المعرف على 2040 وفق 2-4 -1= (ء)/. وليكن ,0 خطه البياني في معلم 


دح تن کم أن 


. أثبت أنّ ,© يقبل المستقيم ۸ ذا المعادلة » - 1= ن مقارباً مائلاً. 

. ادرس وضع المقارب ۸ بالنسبة إلى المنحني ,06. 

. ادرس التابع مر . ارسم ۸ ثم م,0. 

. ناقش تبعاً لقيم الوسيط +7 عدد حلول المعادلة "= ()/. 

. عندما يقطع المستقيم الذي معادلته +7 = ب المنحني ,0 في نقطتين مختلفتين 1 و27 عيّن 


بدلالة ” إحداثيات النقطة 7 منتصف القطعة [1/77]. 


. لنرمز 4 و 8 إلى النقطتين من ,© حيث يكون المماس أفقياً. عيّن إحداثيات 4 و 8 ثم أثبت 


أن النقاط الثلاثة 4 و8 و 1 تقع على استقامة واحدة. 








نشاط 1 ثلاثيات الحدود من الدرجة الثانية 
© عموميات 
تذكّر أنّ ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية كل تابع ر معرف على 1 بصيغة من الشكل: 
0 عد م bz + Cc,‏ + تبون جا 4 
نسمي المنحني الممثل للتابع / قطعاً مكافئاً ۲ . 
ت افرين» منافشا وفق إشارة 4» نهايتيّ م عند 00+ وعند مه-. 
(. احسب (2)”/ وادرس التابع /» مناقشاً وفق إشارة 0. 








». اكتب جدول تغيرات التابع. 
2. بالاستعانة بالنتائج السابقة علل كلآ من العبارات الآتية. 
۾. فتحة القطع المكافئ 2 من الأعلى عندما تكون 0 < ۾» ومن الأسفل عندما 0 > 4. 
7. إذا كانت م فاصلة الذروة £ في القطع المكافئ 7» كان 0= (م)”/. 
». المستقيم 0:ه  -‏ هو محور تناظر للقطع المكافئ 2. (راجع الوحدة الأولى). 
2. عندما يكون للمعادلة 0 = ()/ جذران مختلفان 2 و ينه يقطع القطع المكافئ محور الفواصل 
في نقطتين هما (0,ينه),(0,:ه)؛ ويكون 22 2ل = وند. 
© كيف نرسم قطعاً مكافئاً بسرعة؟ 
لنرمز بالرمز 7 إلى القطع المكافئ الممثل لمنحني التابع (5 + 6 - )ن ج 2د : /. 
1. توثق أنّ للمعادلة 0 = (5)/ جذرين مختلفين. 
2. عيّن إحداثيات 5 ذروة القطع ۰۶ وارسم محور تناظره. 
3. يمر 7 بالنقطة 0 كيف نستنتج» دون حساب» أنه يمر بالنقطة |6 أيضاً ؟ 
4. أين تقع فتحة القطع 7 ؟ 
5. تكفي هذه المعلومات» وبعض النقاط المساعدة لرسم 7 بسرعة. ارسمه. 


© تطبيق 
أعد الخطوات السابقة لترسم الخطين البيانيين للتابعين 


2س + ته برجن f:‏ 1+ سك + 22 جان : قر 
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نشاط 2 التوابع الهوموغرافية 


نقول» تعريفاًء إِنّ تابعاً ر هوموغرافي إذا كان من الصيغة جرس وك ,ع,م,ن أعداد حقيقية 


az + 6 

cz + d 

تحقّق 0 ± و 0 ± عط - ه. 

1. ماذا نسمي التابع ‏ إذا كان 0 =ء ؟ 

2. لنشرح ما فائدة الشرط 0 عد ء0 - 4ه. بافتراض أنّ 0 = ٥0ط‏ - 4ه» تين أن / تابعٌ ثابت. 
أي كانت ٭ غير -» كان > = ()7) 


© دراسة بعض التوابع الهوموغرافية 





1. ». ادرس التابع 3 3 
TT 0‏ ,1)2 هي مركز تناظر لمنحني التابع. ولاحظ أن النقطة 7 هي نقطة تقاطع 
المقاربين. 
». لنثبت أنّ منحني هذا التابع قطع زائد أي ثكتب معادلته في جملة محاور معينة بالشكل © - 
نتأمّل المعلم ( 7,7,7) ونرمز بالرمز (۲,×) لإحداثيتي نقطة 11 فيه. أثبت أنّه في هذا المَعْلّم 
يقبل المنحني ,© المعادلة < = ۲» أي إنّه قطع زائد. 
مساعدة: أثبت أنه إذا كانت إحداثياتها النقطة 1 في الجملة ([0,7,7) هي (/,ه)» كان 
ا 
كي د » : ٠‏ واريسم المنحني الممثل له 0. 
ن. أثبت ره هي مركز تناظر للمنحني ,0. 
». أعد ما سبق مع التابع ا 
© مركز التناظر في الحالة العامة 





3 ادرس التابع .+ 





كابرن م 
3 


ليقن الان الومراف لت جور يوار قمع 0 د م و 0 £ .ad -bc‏ 
cu +d *‏ 
قل ا e‏ نا » وأن نهاية / من اليمين عند النقطة 2 في موك أن هب 
ع2 00+ +¬ 
المستقيمان > = ,, و - = و هما إذن مقاربان للمنحني ,6. 


2. أثبت أن نقطة تقاطع المقاربين 7 هي مركز تناظر للمنحني ,0. 


6 


نشاط 3 دراسة تابع 


ليكن 








التابع م المعرف على المجموعة [1,2-{® بالعلاقة 
)2+( س 
(e) (z + 1()z - 2(‏ 


يهدف هذا النشاط إلى دراسة ورسم التابع / في مَعْلّم متجانس ( 0,7,7). 


© مراحل دراسة تابع 


.1 


2 


.4 


5 


تعين مجموعة التعريف (7» عندما لا تكون معطاة في نص السؤال. 
تبيان إذا كان التابع زوجياً أو فردياً أو دورياًء وفي هذه الحالات يمكن اقتصار الدراسة على جزء 


من مجموعة التعريف» واستنتاج بعض الخصائص الهندسية للمنحني. 


. دراسة اطراد التابع وتعيين القيم الكبرى والصغرى محلياً. 


دراسة النهايات عند أطراف مجموعة التعريف» وتحديد المقاربات إن وجدت. 


تلخيص هذه المعلومات كلها في جدول تغيرات التابع. 


© تطبيق 


لنطبق ما سبق على التابع المعطى أعلاه. 


e1 


2 


-3[ 


لماذا مجموعة تعريف التابع هي ]0+ ,12ل ]1,2-[ ل ]1-,رمه-[؟ 


احسب (:ه”/ء وادرس اطراد التابع /. عين القيم الكبرى والصغرى محليّاً إن وجدت. 


. ادرس إشارة المقدار (2 - »)(1+ ). وعلّل لماذا لدينا 


/f)z( = +‏ imا‏ و مه- = lim f(2)‏ ؟ 
a>) -1( a>) -1(‏ 


. بالمتل عين نهاية التابع من اليمين ومن اليسار عند 2. واستنتج المقاربات الشاقوليّة. 

. استفد من المبرهنة 2. لحساب النهايات في +٠0‏ وفي .-٥0‏ واستنتج معادلة المقارب الأفقي. 

. أثبت أن المنحني ,0 يقطع مقاربه الأفقي في نقطة فاصلتها “- وادرس وضع المنحني بالنسبة 
إلى المقارب الأفقي. 


. ضع النتائج السابقة في جدول تغيرات. 











© رسم المنحني الممثل للتابع 
لفقت عك رم النفظ الان انوا فاد ينا ا 
من رسم دي تداع م : 


ه رسم المقاربات في حال وجودها. 
٠‏ تعيين بعض النقاط بحساب إحداثياتهاء وخصوصاً القيم الكبرى والصغرى محلياًء والتقاطعات مع 
الاوز 
٠‏ رسم المماسات في بعض النقاط وخصوصاً عند القيم الكبرى والصغرى محلياً. 
- ملاحظة الخواص الهندسية للمنحني» كالتناظر بالنسبة إلى نقطة» أو بالنسبة إلى محور. 
طبق ذلك وارسم منحني التابع المدروس أعلاه. 
نشاط 4 جماعة من المنحنيات 


ليكن 7 عدداً حقيقياًء ولنعرف التابع كثير الحدود 1- ندم + تسم - 3ب = (جم)رر. 


نرمز بالرمز ٩,‏ إلى منحني التابع ,,/» فنقرن بكل عدد حقيقي 7 تابعاً ,,/. ومنحنياً ,0 . نعرّف إذن 
جماعة من التوابع المتعلقة بالوسيط 7. 


1. لنثبت أن كل المنحنيات ,,0 تمر بنقطتين 4 و 8 ثابتتين أي لا تتبعان الوسيط 77: 
ه. أثبت أن المنحنيين 6 و يشتركان بنقطتين ۸4 و8 يطلب تعينهما. 
0. أثبت أن كل المنحنيات ,,0 تمر بالنقطتين المعينتين في الطلب السابق. 
2. لنبحث عن حلول المعادلة 0 = (2),/ وذلك عند كل قيمة للعدد «7: 
6. تيقّن أنه مهما تكن :ه و ” يكن )1+ هزم - )+ 2ه)(1-ه) = هال . 
0. استنتج عدد حلول المعادلة» وذلك تبعاً لقيمة العدد 7. 
2 ». احسب (2) // وعين إشارته تبعاً لقيمة العدد 7. 
0. اكتب جدول تغيرات التابع مميّزاً الحالتين الآتيتين: 
اقبلدز عه l= IU); tool gy‏ 72 


3. ادرس التوابع 6 و ور و رر ود وأنشئ» في المَعْلَّم المتجانس نفسه» الخطوط البيانيّة © و ,© و ,0 


وهو0. 





ليه غردات ومسائل 


357 احسب النهايات (ي)/ صنا و(86)و صننا و + (f‏ نا » وذلك في كل من الحا لات 
مملدججع مملجع لجرو 0 0 
الآتية. 


0© هم = (م)و و1+ :2= (»)/. 
© ته ع (z)و‏ و1+ a”‏ = رمال . 


© 2- - مو و += 
32 
ب احسب النهايات ()/ سال و (2)و صا و (0()2/) سنا » وذلك في كل من الحالات الآتية. 
مملجع 56د جد رو وونتج يو 7 3 
1 
© = - (م)و و 2 = (مار. 


© - ماو و ع = ()/. 


© = )و و ع لووك ا 


© نسب یت فارچے ونه وار دك 





مدنا » وذلك فى كل من الحالات 
مملجيوع 5 7 


9 
الآتية 
© =( )و و - مر 
© 2- - مم وح =( 
© > - مو و = = مار 


زي ادرس قابات التوايع المبيئة أدكاة خند القطة .م المعطات قد يلزم مناقشة وجرد اة من اليمين 
ومن اليسار في بعض الحالات. 
22-5 _ 








© دم ,گم 2 وده ,خا )ر 
2 
z +1‏ 212 
© 2ح تتح ع f)»( = , =1 © Ff)‏ 
6ن ل 2 9 1- تبج م 
O‏ 1+ ”32 = مار © 1- ”4+ f(a) = a‏ 
5z +10 ©‏ - قوة 10 ح f»)‏ ® ده- 2 -ح f(a)‏ 


6 

















31-2 _ 
/)e( = 2-2‏ 
12 ل 42 
@ -3 
= مر 
105 
9 1ب ) 0 
6 2 2 حا 


3 


© قراء جداول الغيرات 


2 ل وق- 
@ لختح = رنم)ر 
1ج 
2 
® تك ح رب 
5+ تبج 
1ج ل 32 
مه قلت = رمم 
z3 +‏ 
3 
2-5 7 


سح ح (1 
1+ 22 - 32 


اعتماداً على جدول التغيرات المبين أدناه» عيّن مجموعة تعريف كل تابع» ونهاياته عند أطراف 























+o) ©‏ 0 مه- اه 
7 2 1 
0 و 60 — 00 — Yi‏ 2 ]| / 
+o) ©‏ مه- | 1 
+ 0 - 0 + ُ1 
x0 Z7 1‏ 2 مر مه |/ 
oo -1 0 1 +o0 ©‏ | به 
+ - 0 + - 1 
XxX =0 - 7 2‏ 4 7 مم- مم دايا 2 f|‏ 
+oo| ©‏ 4 3 2 00 — 
+ - 0 + 0 + 1 
4 7 - 00— 3 ر 2 7ر 0 f],‏ 











© ناء الرسرالیاني 





























اعتماداً على منحني التابع المبين أدناهء اكتب جدول التغيرات. هل يمكنك توقع المقاربات من 


الرسم؟ 
0 1 





























© ل 
































































































































f») = ثم‎ + 2 +3 © f(a) =a -5:+6 © 
f(z) = 2(2 -1(): -3( © f()=2-z-4 © 


2 


609 ادرس التوابع الآتية» مبيناً أن النقطة 7 المعطاة هي مركز تناظر الخط البياني للتابع» ثُم ارسم 
هذا الخط. 


f(a) = a - عدن‎ I(0, 6 


r3 


f») = E 1(0,-1( © 


© (7)1,10 ,1- :3-9 + قم = زمار 








22 2-0 
ډو پګ ديم هه کر 
1 3232-1 

سعد +3 = مر لت = f)‏ 


9 ادرس التابع الكسري /» وأثبت أن المستقيم ۸ المعطى هو مقارب مائل لمنحني التابع ,٤ء‏ 


و 
3 


ادرس وضع ,© بالنسبة إلى المقارب» ثْمّ ارسم ,6» في كل من الحالات الآتية: 





sae O‏ ,2س د دن : د 
3 
z+1 1‏ 1+ 
@ ب - ,= A:‏ 
2 سردا جح كار 
لتكت 2 
32 
2 
© 17 = زمار 2-9 على 
3 


(ُْ نترن بكل عدد حقيقي ئ التابع كثير الحدود 2+ مق + تمع = (مر . 
1. عين 0 ليكون المماس في النقطة التي فاصلتها 1 موازياً للمستقيم 24 = ر. 
2. ادرس التابع / وارسم خطه البياني ٤,‏ . 





سا البحث مع © 


متقكات ور بق 3.1 + رقل خط ایی 


cz +d 





9 هل برجد تابع كسري / من الشكل 
,© مقاربين 1= ه و1 ح ن؟ 
9# نحو الح 
8 فهم السؤال. 
نهدف إلى تعيين الأعداد الحقيقية 4 ,ع ,0 ,© ومن ثم تعيين (5)/ الذي يحقق ثلاثة شروط وهي: 
f)2( - 0‏ و ® 1= »د مقارب ل م0 و © 1= ن مقارب ل .٤,‏ 
بحثاً عن طريق. 
« لنفترض وجود تابع / يحقق الشرط المعطاة. لمّا كان للخط ,© مستقيمين مقاربين استنتجنا أن 


0 » وإذن بقسمة البسط والمقام على » يمكننا كتابة التابع بالصيغة: e‏ 


ه كيف نستفيد من الشرط © في تعيين م؟ 
كيف نستفيد من الشرط © في تعيين /؟ 
كيف نستفيد من الشرط © في تعيين 7؟ 
«ه تحقق أنّ التابع / الذي وجدته يحقق شروط نص المسألة جميعها. 
ي أنجز الحل واكتبة بلغة سليمة. 
55 هل يوجد تابع كثير حدود/ من الدرجة الثالثة» فردي» ويقبل خطه البياني ,© مماساً أفقياً في 
النقطة (۸)1,1؟ 
92 نحو الح 
8 فهم السؤال. 
لنفترض وجود تابع ‏ بكتب بالصيغة 4 + بمه + ثندة + مه = () نهدف إلى تعيين الأعداد ۾ وا 
وه و4 التي تجعل / يحقق الشرطين © / فردي و © يقبل ,© مماساً أفقياً في (۸)1,1. 
# بحناً عن طريق. 
ه الشرط © يفيد في تعيين (0)/» ماذا تستنتج؟ 
ه الشرط © يفيد في حساب (1-)/ + ()/ أيضاًء ماذا تستنتج بشأن الثابتين 0 و 4؟ 
ه الشرط © يفيد في تعيين (1)/ و (1)/» عيّنهما واستفد من ذلك في تعيين / . 


أ اسراف اي 


@ 


E 0‏ 
9# نحو الح 


00 فهم السؤال. 
نلاحظ أنّ لكل طرف من طرفي المتراجحة المعطاة صيغة تابع نعرف كيف ندرسه وكيف نمثل خطه 
البياني لنرمز إذن إلى الطرف الأيسر بالرمز ()/ وإلى الطرف الأيمن بالرمز (#)و. ولنحاول حل 
المتراجحة (2)و > (:2)/ . 
8 بحثاً عن طريق. 

ادرس التابع 'م/ المعرف على 8 وفق 4 - م7 + 2ه = (تمار. 

ه ارسم الخط البياني ,© الممثل للتابع / في مَعْلم متجانس. 


3 : 4 
ادرس التابع و المعرف على 180117 وفق ۰ = (نه)و. 


ف ارس المفحقي. ,6 الممكل اللاي .و في المكلم شه 
قحل خض ا كت 

r 
النطارية‎ E مقف من كل جااعيق‎ 


8 افو الكل اا بلق ا 


z+ 4 
1ج‎ 





> 4 71+ قو - 








= 4 دونو + تنو 





دما إلى ا @ 
ع عبن تاج 


1. عيّن النقطة (2,1-)4 في مَعْلّم متجانس» وارسم المستقيمين 1- = 4 : 4 و2=ل:۸. 
az +b‏ 

ف ن التا 
لیکن E‏ 


= (ه)/ . عين الأعداد ۾ و5 وه ليمر الخط البياني ,0 للتابع بالنقطة 4 





3. ادرس التابع f‏ وارسم .٤,‏ 
لؤّعُ لنتأئل جماعة التوابع ,,, المعرفة على الوجه الآتي : كلك = (م)ر حيث ۸ © ”. نرمز 
إل انعط ا کے أو الروك ر کے ار ا ”.ين الك کی ومان في 
النقطة التي فاصلتها 2 = . يوازي المستقيم 4 الذي معادلته 0 = ,و + 3z‏ و0< (2)/». 


6 























9 ماسةتراع 
ادرس التوابع الآتية وارسم الخط البياني الممثل لكل منهاء وفي حال وجود مقارب أفقي أو مائل 
ك بيّن وضع المنحني بالنسبة لهذه المقاربات» معيّناً نقاط التقاطع معها. 








Oss و‎ O 
(=1 
كوه = رار‎ + 2” -1 © mg @ 
3 
1 1 
_ (2-7 2-1 © 
8 (2 - 3( عار‎ a 1ن ل‎ 
لکن 0 عدداً مختلفاً عن الصفر. ولنتأمّل التوابع الثلاثة الآتية.‎ ©3( 
2ه‎ 
(= وو‎ 
"7 ده كاك‎ 
(z + 1()©-2( 
h(a) = 1 + 1 +1 
Z +1 2-2 


1. أي هذه التوابع يقبل المستقيمات الثلاث الآتية مقاربات له» وليس له مقاربات غيرها؟ 

5-2 :كه ,1- - ثم : ريل 1ع دن :ل 
2. عيّن قيم العدد 0 التي تجعل منحني التابع المعين في الطلب 1. يقطع المستقيم ۸ عند 1= :ه. 
3. عين قيم العدد 0 كي يكون لمنحني التابع المعين في الطلب 1. مماساً أفقياً في المبدأ 0. 








ا( ليكن التابعين 7 و و المعرفين على 10101 بالعلاقتين : 
2 





1 
f (= -‏ و u‏ ]1 + = دنه و. 
32 








1- (2-1) 
أثبت أنّ للمنحنيين ,© و ,€ المقاربات الشاقوليّة والمائلة نفسها. ثم عيّن نقاط تقاطع المنحنيين 
إن وُجدت. 
9 يكن التابع /. المعرف على (1,4) وفق 5-3 = Crs ‘f(z)‏ خطه البياني. 


أ ادرس التابع #» ثم ارسم Cr‏ 
2. بالاعتماد على الرسم» ناقش تبعاً لقيم الوسيط 77 عدد حلول المعادلة «7 = ()/. 


6 














355 بيّن صحة أو خطأ كل من المقولات الآتية مُعلّلاً إجابتك. ليكن ,© و ,© الخطان البيانيّان 
الممثلان للتابعين 


4 دن - 2 
2-1 د - 


© للخطين البيانيين ,© و ,6 المقاربات نفسها. 
© ليس للخطين البيانيين ,© و ,© نقاط تقاطع. 
© لكل من الخطين البيانيين ,0 و ,0 مركز تناظر. 





gz) = 22 1+ 








3 
(© لین التابع 1 المعرف علئ 534 وفق 1+ همه - 2 + ب = (هار. وليكن Cr‏ خطه البياني 
2 ادرس التابع f‏ 
2. أثبت أن للمعادلة 0 = ()/ حل وحيد 1 © ». واحسب قيمة » بتقريب 10-2. 
3. استنتج مما سبق إشارة (2)/» ثم ارسم المنحني ,06. 











® ليكن :, و , التابعين المعرفين كما يلي: م )1 و“ تح ت زتتاول. 
1. ادرس كلا من التابعين 4. و » وارسم خطيهما البيانيين ,0 يفي اسم شه 





ات 
3. هل يقبل التابع / الاشتقاق عند 0 = + ؟ 








س ليكن التابع / المعرف على 12 وفق : 4 + ےک - ثح = (مرء وليكن ,0 خطه البياني 
في معلم متجانس. 
1. ادرس التابع /. 
2. أثبت أن النقطة (7)1,1 هي مركز تناظر للمنحني ,€ ثم ارسم م,0. 
يعن اقات و ادرت کے 8 وفك 4 + 6 - 2د = (م)و. وليكن سه افا ءال 








التابع وء ثم ارسم ر٣‏ في المعلم نفسه. 
4. عيّن نقاط التقاطع الممكنة بين ,6 و ,6. 
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ون هل يوجد تابع كثير حدود/ من الدرجة الثالثة» ويقبل خطه البياني ,© مماساً أفقياً في النقطة 
(4)0,3» ومتناظر بالنسبة إلى النقطة (7)1,2؟ في حال وجود هذا التابع ادرسه وارسم خطه 
البياني. 


0 








57 ليكن ‏ التابع المعرف على ۴ كما يلي 4+ م5 - 34 - 5 = (#)'. وليكن ,0 خطه 
1. ادرس التابع ا 
2. أثبت أن النقطة (3-,7)1 هي مركز تناظر للمنحني ,6. ثُمّ ارسم الخط البياني ,6. 
- 


3. ليكن التابع و المعرف على [1-) 8 وفق i‏ ه)و . وليكن ,0 خطه البياني. ادرس 


4. أثبت أن الخطين البيانيين ,© و ,0 يمران بالنقطة (4)0,4.. ثم عين جميع نقاط تقاطع ,© و ,0. 
5. أثبت أن اثنتين من هذه النقاط متناظرتين بالنسبة إلى النقطة 1. 
6. أثبت أن للخطين البيانيين ,0 و ,© مماس مشترك في النقطة 1.. عين معادلته. 




















@ ليكن التابع/ المعرف على (1104-1,1 وفق كي = ()/. وليكن,0 خطه البياني في معلم 
2. عين الأعداد +,0,5,0,0 التي تُحقّق : 


Vz € R\{-1,1}, f(z) = مك + ++ تبهه‎ 


3 لنعرف التابع و وفق 1+ ”ى = ()و وليكن ,0 خطه البياني. أثبت ثبت أن نهاية التابع (9 — (f‏ 
عند 00+ هي الصفر وكذلك عند ه-. (أي إن المنحني,0 يقترب من القطع المكافئ ,0 
عندما يكون المتحول ‏ كبيراً بقيمته المطلقة. نقول في هذه الحالة إن ,© هو قطع مكافئ مقارب 
للمنحني ,0). 

4. ادرس وضع المنحني ,© بالنسبة ل,6. ( أي إشارة الفرق (و - /) ) 

5. أثبت أن Cr‏ يقبل مستقيمين مقاربين أوجدهما. 











6. ادرس كلا من التابعين f‏ و و ثم ارسم ,6 و ,06. 


@ 


























_ 22 - 7 + 32-3 











(€ لین التابع ‏ المعرف على 20427 وفق ۳ لے = ()/ . وليكن ٤,‏ خطه 








روک 
لك ادرس التابع 1. 
2. أثبت وجود الأعداد 4,ء,ط,» بحيث أياً كان » من 8١)2[‏ لدينا: 
cC d‏ 
TT‏ 


3. استنتج وجود مقارب مائل ۸ وحدد وضعه بالنسبة للمنحني م0. 
4 ارسم ,€ و ۸ء 
5. بالاعتماد على الرسم» ناقش تبعاً لقيم الوسيط 70 عدد واشارة حلول المعادلة 


+m)? + (3 + 4m)z — 4m = 0‏ 7( - تبو2 























© لیکن ا المعرفه على ا = (#). وليكن ,0 خطه البياني في معلم 


جاس . 
2 دج 


1 





1. بملاحظة أن 


9 ادزن تهايتة ۶ في 56 وقي وود 


-1 = (5)م/ أوجد النهاية من اليمين ومن اليسار عند الصفر. 


3. أثبت أن ,© يقطع محور الفواصل في نقطتين 4 و 8 يطلب تعيين إحداثياتهما. 


4. احسب المشتق ”7 . وادرس التابع / واكتب جدولاً بهاء ثم ارسم المنحني ,6. 
ق ال هه سما انعط ا 30 ت ا کا المعرف ع 
٤ : :‏ 


6. ناقش تبعاً لقيم الوسيط :7 عدد حلول المعادلة "= <:ه /. 














7. عندما يقطع المستقيم +7 = ب المنحني ,0 في نقطتين مختلفتين 1 و27 عين بدلالة 7 


احداثيات النقطة 7 منتصف القطعة [1/,77]. 
8. أثبت أن النقطة 7 تقع على المنحني /7. 





التالية ونبايته 





0 تمرف متتالية 

9© التتاليات المترإدة والمتتاليات المتتاقصة 
© المتتاليات الحسايّة 

© المتتاليات المندسيّة 

©© مجموع حدود متوالية لتتالية 

© تنام بالمتتاليات 


غياث الدين جمشيد بن مسعود الكاشي أو الكاشاني 
(1380--1436م): عل إسلاي کان أول 06 س 
ست عشرة خانة عشرية بعد الفاصلة 1 11 003000 
ذلك في مولفه "الرسالة المحيطية" عام 1424م. 

فإذا كان ٨‏ و7 هو طول ضلع المضلع المنتظم ذي ET. ١‏ في دائرة 
نصف قطرها يساوي الواحدء وكان ,1 طول ضلع المضلع المنتظم د TT‏ 


الماس للدائرة ذاتهاء فقد أثنت الكاقى أن 00220202271017 ةا 





من العلاقتين : 


2. 0 01 

يل دول ° Ss‏ 
إن حيط الدائرة الذي يساوي 27 محصور بين حيطي هذين المضلعين: 

E <n 
2 الكاشي حيط المضلع اللي عدد أضلاعه‎ 
الحسابي حيطي هذين المضلعين قهة مناسبة لمشيل العدد 27 فوجد‎ 
00003 1 111 502-053 589 793 5 

من بين الأعداد الواقعة إلى يمين الفاصاةء العدد الأخير- وهو الخفسة - غير كحيح» 
ويب أن SS‏ 
ملاحظة: لو عرف الكاشي لحسب ثلث جموع ضعني خبط المضلع الداخلي ومحبط 
المضلع الخارجي ولكان حسب بذلك العدد 7 بأربع وثلاثين خانة عشرية صحيحة, 
كه 2 0 يعرف 215 ' 


© 





المتتالية هي قائمة مرتّبة من الأعداد. 
نستعمل تكراراً المتتاليات في حياتنا اليوميّة فمثلاً 
لدراسة تطوّر أسعار سلعة ماء ندوّن سعرها 0م في البدء أي عند ورودها إلى السوقء ثُمّ ندوّن 
سعرها رم بعد مضي شهر على تاريخ ورودها إلى السوق» وسعرها رم بعد شهرين من ذلك 
التاريخ»...» وسعرها ,م بعد مضي 7 شهراً على تاريخ ورودها إلى السوق. فالمتتالية هي 
ومء ص »دم ٠...٠‏ ,رم »...» ونرمز إليها بالرمز ود,,( ٥,‏ ). 
في الرياضيّات» لا تتوقف المتتاليات عند حدّء فهي لذلك تفيد في وصف العديد من الحالات 
الواقعيّة. وبوجه خاص» سنرى أنّها تفيد في إيجاد تقريبات بالدقة التي نريد لأعداد أو لمقادير مجهولة. 
نشاط علم الأحياء 


٠‏ يريد عالم أحياء دراسة تطوّر مستعمرة جرثوميّة. فاستخلص من دراسته الجدول الآتي. 


الات 
| العدد 


11h20 11h00 10h40 10h20 10h00 




















16000 7900 4000 2010 1000 


© هل يبيّن الجدول أعلاه تطوراً منتظماً إلى حد ما؟ لكي يتمّكن من استشراف التغيرات في عدد 
جراثيم المستعمرة» وضع عالم الأحياء نموذجاً يتوقع بموجبه أن يتضاعف عدد الجراثيم مرّتين 
كلّ 20 دقيقة. وللتوثق من صحة افتراضه»ء يُحصي عدد جراثيم المستعمرة عند الظهيرة فيجده 
0 تقريباً. هل عليه إعادة النظر بالنموذج؟ 

© نقبل إذن أنّ عدد الجراثيم في المستعمرة يتضاعف مرّتين كل 20 دقيقة. كم مرّة يتضاعف عدد 
الجراثيم بعد ساعة من الزمن؟ بعد ساعتين؟ 

© نرمز بالرمزوم إلى عدد الجراثيم عند البدءء وبالرمز ,م إلى عددها عند الساعة 10120ء 
وهكذا دواليك» كيف نرمز إلى عدد الجراثيم عند الساعة 121؟ عند الساعة 141؟ عبر 
عن ,م بدلالة العدد الطبيعي 7. 

© يعود العالم إلى مختبره الساعة العاشرة من صباح اليوم التالي» قدّر عدد الجراثيم التي سيجدها 
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أن نصطنع متتالية م,(,») هو أن نقرن بكل عدد طبيعي 7 من 71 عدداً حقيقيّاً نرمز إليه 
" لنقرن بكل عدد طبيعي ضعفيه. نحصل عندئذ على متتالية لانهائيّة من الأعداد الحقيقيّة: 
(الأعداد الزوجيّة). فضعفي العدد 0 هو 0 = ر»» وضعفي العدد 9 هو 18 = و»» وضعفي 


عددٍ كيفي 7 هو 27 = ,ا ٠‏ 
" لنقرن بكل عدد طبيعي « العدد 1+ 7/. = ره. فنعرّف بذلك متتالية ر( ,») من الأعداد 


الحقيقيّة: 1 = رں› 2ه = اء...» 2016 = ورورنه».... 


المتتاليةٌ هي تابعٌ مجموعة تعريفه هي مجموعة الأعداد الطبيعيّة 2]1. نرمز للمتتالية بالرمز 
ج N‏ : ) ونسمّي .»»ه حدّ المتتالية 








م( ,,:ه) (عوضاً عن الرمز المتعارف للتابع ,نه ب 8,7 


ذا الدليل ۸. 
للمتتالية عددٌ لا نهائي من الحدود بقطع النظر عن قيم هذه الحدود. فحدود المتتالية مح( ,») 


المعرّفة بالعلاقة "(1-) = ,» تأخذ فقط القيمتين 1+ و 1-. 


9 کف عرف مثتالية؟ 


0 بتعريف صريح للحد ذي الدليل 7. 


أي يُعرّف الحذ ذو الدليل 7 بصيغة تتبع العدد 7 تفيد في حسابه. 
ث3 


1 1 EÊ 0 )-1(” XE 
| .ںوg‎ = کان نكب 2 - ہہ فيكون مثلڈ ےہ = يه‎ 
n1” ® 81 9 10 د‎ FI ١ 


فنجد على سبيل المثال 3 = ون. 


وكذلك إذا تأمّلنا مثلآ التابع 1- 2:2 جب R,‏ ب ,8 


مدر( ,») بالعلاقة (0)/ = ,» فنجد مثلاً 577 = 1 - 177 × 2 = و٠‏ وكذلك 


uy, = 





: مء» أمكننا أن تُعرّف المتتالية 














.un,1 = 2)0 +1) - 1 = 2 + 4 +1 
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© بالتدريج. 
أي أن يُحسب الحدٌ ذو الدليل « بدلالة الحدود التي سبقته. كأن تُعرّف المتتالية مدر( ,») بأن 
تُعطى الحد م ثم نعطى علاقة» تسمّى علاقة تدريجيّة» تفيد في حساب كل حدّ من حدود 
المتتالية بدلالة الحد أو الحدود التي سبقته. 


اتال :مكلذ المتتالية ر( ,») المعرفة انطلاقاً من حد البدء 5 = و والعلاقة التدريجيّة 
2 - ,ا3 = ٠»,‏ تسمح هذه المعطيات بحساب حدود المتتالية ,.,,( ,,») واحداً إثر آخر. 


u = U0 2 = 13, ue = SU 2= 31,13 = 31 2= 109,... 


ونلاحظ في هذا المثال. يمكن التعبير عن الحدّ ,,,,» تابعاً للحدّ ,,» الذي سبقه أي 


5 5 


.4 والتابع 1 هو التابع 2 نوق جا‎ cun+1 = f (Un) 


9 بوجه عام» إذا كان / تابعاً معرّفاً على مجال 7» وتحقّق الشرط 
مهما يكن العدد » من 7 يكن (2)/ عنصراً من 7 أيضاً 
أمكننا تعريف متتالية ,-,(,)» بإعطاء حد البدء ,» من المجال 7» والعلاقة التدريجيّة 


n+1 = f(y) 
چ‎ 4 
مغر‎ 9 


يمكن التعبير عن المتتالية في المثال السابق بصيغة من النمط + 3"4 = ,». عيّن العددين a‏ 


n>0 


‘1 


و 
8 تخريماً للخعم 
وی كيف نفهم معنی الرمزين <,,(,,/ا) و ,رلا ؟ 

المتتالية هي تابعٌ. جرت العادة أن نرمز إليه ٠»‏ أو ه» أو س بدلاً من » أو وء أو #».... فإذا 
رمزنا إليه بالرمز » رمزنا إلى صورة العدد » بالرمز ():» ولنذكّر أنّ المتتاليات «تعمل» على الأعداد 


الطبيعيّةء نرمز إلى هذه الأعداد بالرموز « »0٠ء‏ ز.... بدلاً من . وهكذا تكون (۸)» هي صورة 
العدد الطبيعي ”7 وفق المتتالية «التابع» ». وقد جرت العادة أن نكتب ,,ه للدلالة (0):. 








R:z > f(z) 


(n JneN 














" قولنا إن ,.,(,») معرّفة بالعلاقة 1+ 72 = ,» يعني أننا نقرن بكلّ عدد طبيعي 7 ناتج جمع 
مربّعه والواحد. فصورة 10 هي 101 = ,.؛ه» وصورة 1 + 7 هي 1+ ”(1+ 7) = رر وصورة 
0 هي 1+ (3n)‏ = روه . 

" قولنا إِنّ م_,(,») معرّفة بالعلاقة التدريجيّة 2 + ,»3 = رن يعني أنّه بمعرفة الحد الأؤلء يمكننا 
حساب أي حد بإضافة 2 إلى ثلاثة أمثال الحد الذي سبقه. فمثلاً 


u5 = U4 + 2, Un? = SUn+1 ل‎ 2,  هلورر‎ = SUan-1 21 


وص كيف نمثل الحدود الأولى لمتتالية؟ 


» بوجه عامء يكون التمثيل البياني للحدود المختلفة لمتتالية على محور أفقي معبّراً. فمثلآء في حالة 


[-) = ,نه نجد التمثيل الآتي 


211 U3 U4 U92 20 


1 


. في حالة f(n)‏ = ا يمكننا الاستفادة من التمثيل البياني 
a ê 4‏ عر A‏ : 
للتابع f(z)‏ جا 7. فمثا في حالة المتتالية eT‏ = و إذا 





تأكلقاة ,على نظن ال سے اا سامت زور ا 
z +1‏ 


قراءة الحدود الأولى للمتتالية على محور التراتيب. 











وض قد لا يكفي إعطاء حدٌ البدء وعلاقة تدريجيّة لتعريف متتالية؟ 
إذ يمكن ألا يكون التابع / معرّفاً عند بعض قيم ٠»,‏ أي ألا ينتمي الحدّ ,,» إلى مجموعة تعريف 
" في حالة كدت ببب مع 2 = وه. نلاحظ أن 1= ٠»,‏ ولكنّ الحد ر» غير معرّف. فقيمة 


0 والعلاقة التدريجيّة السابقتين لا تعرّفان متتالية م<,,( ,:؛). 
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غير معرّف. إذن العلاقة التدريجيّة وقيمة مه السابقتين لا تعرفان متثالية ,ى,(يه). 


® عيّن فيما يأتي التابع f‏ الذي يُحقّق أي كان م العلاقة (0)/ = ,» واحسب الحدود ٠٠٠.»‏ ونا . 
u = m2 n +1 © u, = 98 2 © u, =2. +5 ©‏ 


n 





7 n n” -1 


© المتتالية (١,‏ ,») معرّفة بقيمة » وبعلاقة تدريجيّة. عيّن فيما يأتي التابع / الذي يُحقّق أيَاً كان 


م العلاقة ( ,)م = .به واحسب الحدود ...»و . 








,1- پڪ To - : o‏ 
© و @ ¬ 
)1 7 ,ك > Un+1‏ 0 م N‏ 7 ابرلا 
,5 >- 46 ,2 ڪڪ 1o‏ 
u —1 © 2, ©‏ 
u, +1‏ 7 يرنه 7 بول 


© فيما يأتي» المتتالية ,.,( ,») معرّفة بصيغة مباشرة للحد ,:» بدلالة «. عبّر بدلالة ” عن كل من 


U2n 9 Un-1 9 Un +1‏ 9 3 ررولا و1 1 يله في الحالات الاتية : 





2 
1 
u, = 121 - e © u, = 3802-1 0 
2n +1 
21-1 
1-1 
a+ كار © 1-2 ح‎ 


© المتتاليات المتزايدة. والمتتاليات المتناقصة 


7 تعريم 2 


نقول إِنّ المتتالية م( ,») متزايدة تماما إذا وفقط إذا تحقّق الشرط 
مهما تكن «, > 0 يكن ہوا > ,رلا . 
(,,:»ه) متناقصة تماماً إذا وفقط إذا تحقّق الشرط 
مهما تكن « > 0 يكن ہوا < ,رن . 
وتكون المتتالية م( ,») متزايدة إذا وفقط إذا تحقّق الشرط 
مهما تكن 7 > 0 يكن ہا ک ,رله. 
كما تكون المتتالية مر( ,») متناقصة إذا وفقط إذا تحقّق الشرط 
مهما تكن 7 > 0 يكن ہا < ,ا. 
وأخيراً تكون المتتالية ر( ,») ثابتة إذا وفقط إذا تحقّق الشرط 
مهما تكن 7 > 0 يكن 1 يله = ,رلا . 
نطلق على المتتاليات التي تحقق أحد الشروط السابقة اسم متتاليات مطردة» ويبيّن لنا مثال المتتالية 
مد( ,,:») المعرّفة بالعلاقة "(1-) = ,» أنه توجد متتاليات غير مطردة. 


ونقول إِنَ المتتالية 


n>0 


9 لدراسة اطراد متتالية __,( ,,»)» نقارن» أياً كان العدد الطبيعي م٠‏ العددين ,» و ر,,» وذلك 
بدراسة إشارة الفرق ,, - ر ٠»,‏ أو بمقارنة النسبة لتك والعدد 1 في حال كون حدود المتتالية 
Un‏ - 


فاا 


O‏ في حالة المتتالية محر( (Un‏ المعرّفة بالعلاقة 2 - م - 5م = ». نلاحظ 
un+1 - U, = (n +1) — (n +1) - 2 - (n? ~n - 2) = 2‏ 
ولكن 0 < 2 في حالة ” > 1ء نقول في مثل هذه الحالة إِنّ المتتالية _,( ,») متزايدة تماماً بدءاً من 





الدليل:1: 
© في حالة المتتالية ر( .:») المعرّفة بالعلاقة > حين: فلاحظ أن :0< ين أا گان الد الطبيعي 

0-000 OD î. FT BF O 
متناقصة‎ (n>0 عدا ولعن 0 إذن المتتالية‎ 97-1 x< on 7 3 كما نجد مباشرة‎ »n 


تماماء 


® 





حالةمتنالية معرّفة بصيغة من الشكل (000/ = ,,له. 


97 مُبرهَنة 1 


ليكن / تابعاً معرّفاً على المجال ]00+ ,0]. ولنتأمّل ,,,(,) المعرّفة بالعلاقة (0)/ = ,». 
1. إذا كان / متزايداً تماماً كانت المتتالية ر_,(,») متزايدة تماماً. 
2. إذا كان / متناقصاً تماماً كانت المتتالية ر_,(,») متناقصة تماماً. 

1. لیکن 0 < «ء لمّا كان / متزايداً تماماً كان (م)ثر < (1 + 0)/ أو ہوا > ,نه. 

2. لیکن 0 < م٠‏ لمّا کان / متناقصاً تماماً کان (0)ثر > (1 + 7)// أو يبه < ,رنه. 

تبقى المبرهنة السابقة صحيحة إذا حذفنا كلمة «تماماً» منها. 





9 إذا كانت المتتالية م( ,») معرّفة بعلاقة تدريجية (,0/)/ = ٠»,‏ فإِنَ اطراد التابع / ليس 
ممائل لاطراد المتتالية بالضرورة. وهذا ما سنراه في أمثلة لاحقة. 

وص هل عكس المبرهنة 1 صحيح؟ 4 
لاء إذ يمكن أن نجد متتالية (0)/ = » متزايدة تماماً دون أن يكون / 
تزايداً تماماً. فإذا تأمّلنا التابع / المعرّف بالعلاقة 

f(a) = x + sin(272) 

كان ” = (0)/ = ٠»‏ فالمتتالية ,.,,(,:) متزايدة تماماً والتابع / ليس 
مطرداً على , » كما يبين الشكل المجاور. لط 
وض كيف ندرس اطراد متتالية ؟ 














لدراسة اطراد متتالية ر_,(,») يمكننا أن نتبع احد الطرائق الآتية. 
ه دراسة إشارة الفرق ,نه - 1+م:ا. 
ف مقارفة الفسية كك الد 1 کے حال كرون حدوة المتقالبة رة تماما . 
- 1 
- دراسة اطراد التابع /ء في حال كون المتتالية معرّفة بصيغة (0)/ = ,». 
ادرس اطراد المتتاليتين رح,(,“) د و<م(و) الآتيتين 
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2 ل n‏ و 














Un+1 7 Un لندرس إشارة الفرق‎ 0 
n+l n n +1 — 2n 1—n 


Un+1 < Up, = 21-1 9" 3 2011 1 21 

ولكن أيَآً کان ” > 1» کان 0 > + - 1» ومن ثَمّ 0 > u‏ - رو». فالمتتالية ررٍ,(,») متناقصة بدءاً 

من الدليل 1. 

© ا اقا لكر ع امرف على و بالعاقة ل 
T‏ 

خاض على المخال ]راء وهو قابل لاشقاق على هذا المجال: 

أياً كان » > 0 فلدينا 








= ()/ . هذا التابع معرّف بوجه 


o‏ عاك = وما" 
(e + 2( (+2)‏ 
إذن / موجبٌ تماماً على المجال ]0+ ,0] فهو متزايدٌ تماماً على هذا المجال. 
ولكن أياً كان العدد الطبيعي 7 كان (0)/ = ٠»,‏ إذن م_,(,ه0) متتالية متزايدة تماماً. 
يمكننا أيضاً لدراسة المتتالية م( ,,0) اتباع الطريقة الأولى؛ فنلاحظ 
on + 2 31-1‏ 00 

















بحت 77 
m+2‏ 1 " اسن 
)8+ هن - 40 - )2+ ما( 6 _ 
(n + 3)(n + 2(‏ 
8n + 4) - (8r + 80-3(‏ + لمق _ 
(n + 3)(n + 2)‏ 
0< سس سد = 
(n + 3)(n + 2(‏ 
© ادرس اطراد المتتالية م_,(,») في الحالات الآتية. 
د كك © *(5 - م) = u,‏ 
1+ 00000 
n‏ 2 
© 55 و 
2n 32"‏ 


© لتكن المتتالية ,.,(,:) المعرّفة بالعلاقة 26 + 72-107 = ر». احسب ,نه - ٠»‏ وبرهن أن 
المتتالية ر_,(,») تصبح متزايدة بدءاً من الدليل 5 = م. 


n>0 + 
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© المتتاليات الحسابية 


7 تعريم 3 


نقول إنّ المتتالية .,(,0) متتالية حسابيّة إذا ؤجد عدد حقيقي / وتحققت العلاقة التدريجيّة 
٣‏ + ,نه = يبه أيَاً كان العدد الطبيعي «. نسمّي العدد ” أساس المتتالية الحسابيّة ر_,(,»). 
إذن في متتالية حسابيّة ننتقل من حدّ إلى الح الذي يليه بإضافة العدد الحقيقي نفسه. 


EL E‏ 3 بد 


" متتالية الأعداد الطبيعيّة 3210 4.... هي متتالية حسابيّة حدّها الأول 0 وأساسها 1. 
" متتالية الأعداد الزوجيّة 642۰0 8ء... هي متتالية حسابيّة حدّها الأول 0 وأساسها 2. 
" متتالية الأعداد الفرديّة ۰5۰31 9:7»... هي متتالية حسابيّة حدّها الأول 1 وأساسها 2. 
" المتتالية ,.,(,) المعرّفة بالعلاقة 2 - 57 = ,,» هي متتالية حسابيّة أساسها 5 لان 

5 + به ع 5 + 2 - 5n‏ ع 2 - )1+ 5(n‏ = 1ب+un.‏ 


a +c 
2 


فالعدد 0 هو المتوسّط الحسابي للعددين » وء. وبالعكس نقول إِنّ الأعداد ۾ و5 وء تقع في متتالية 
حسابيّة إذا كان 2 دم + ه. 


قي إذا كانت الأعداد ه وة وء ثلاثة حدود متوالية من متتالية حسابيّة عندئذ يكون کا 





2# مُبركَنة 2 
لتكن ى ( ,») متتالية حسابيّة حدّها الأوّل ر»» وأساسها 7. عندئذ مهما يكن العدد الطبيعي 7 
يكن ,نه + 200 = رلا ٠‏ 

لما كانت المتتاليّة ,.,(,8) متتالية حسابيّة» استنتجنا أنّ + رں = ر»» وهكذاء إذا افترضنا أن 


n>0 


المساواة مله + u, = NF‏ محققة في حالة العدد م = «» أي u, = pr + Uo‏ استنتجنا من ذلك أنّ 
+1)r + u‏ م) = uy = U, FF = (pr + ug) + r‏ 


فهي محققة أيضاً في حالة 1+ م = 7. 
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فمثلاً إذا كانت (١‏ .) المتتالية الحسابيّة حدّها الأول 3 = ون وأساسها 4 = ٣‏ كان 


"n>0 


ug = 4 x 2015 + 3 = 3 


9 نسمي طريقة إثبات المبرهنة السابقة طريقة الإثبات «بالتدريج» 0 «بالاستقراء الرياضي» 
وتنص على أنه كي تتمكن من صعود المُلّم والوصول إلى أية درجة دليلها 7 يحقق ,7 < مء 
يكفي أن تتمكن من الصعود إلى الدرجة القاعدية التي دليلها ٠”,‏ وأن يكون بإمكانك الصعود من 
أية درجة دليلها م  -‏ إلى الدرجة التي دليلها 1 + م = « التي تعلوها مباشرة. 
وبصياغة رياضيّاتية» لإثبات صحة خاصّة (8)0 تتعلّق بالعدد الطبيعي 7 في حالة ر" < 7. 

نثبت صحة هذه الخاصّة في حالة رم = 7. 


© نثبت في حالة ر" < م أنّ صحّة (م)2 تقتضي صحّة (1 + م)2. 


تبيّن المبرهنة الآتية العلاقة التي تربط حذين من حدود متتالية حسابيّة. 


لتكن مم( ,,4) متتالية حسابيّة أساسها . عندئذ أياً كان العددان الطبيعيان 7 و ” كان 
u, = U, = (n = m)r‏ 
في الحقيقة» استناداً إلى المبرهنة السابقة» نجد u‏ + ۲۳ = ,»ا و مره + ٠١‏ = راء وعليه 
u, = U, = (n = m)r‏ 
كلا تكريماً للفمہ 
وي ما أهميّة العلاقة ty, = (n = m)r‏ ح uy,‏ 
٠‏ هذه العلاقة صحيحة بقطع النظر عن قيمة ر٠‏ . 
» توافق حالة 0 = " نتيجة المبرهنة 2» وهي مره + 27 = ا. 
٠‏ من السهل تذكّر هذه العلاقة فالمقدار ,,» - ,» يساوي جداء ضرب الفرق 70 - 7 بالأساس. 
- تكفي معرفة الأساس وحدّ ما من حدود متتالية حسابيّة حتّى نستنتج جميع الحدود» فمثلاً إذا 
كان 259 = يه و3 = ٭ استنتجنا مثلاً أن 
x 3 + 29 = 6‏ )8 - 17( = ون + xr‏ (8 - 17( = بين 
٠‏ تكفي معرفة حدّين من حدود متتالية حسابيّة حتّى نستنتج أساس المتتالية» ومن َم بقيّة الحدود. 
فمكلاً إذا كان 19ح ون و 8اع = رين اسا أن و سم 
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| قال کی ست أن مسال حساية ؟ 


أي المتتاليتين 0> ("Jn‏ ف 0< م( ,7( الآتيتين حسابية 
u, = n +1 © u, = 3n +1 ®‏ 


9 لإثبات أنّ متتالية معطاة متتالية حسابيّة» يمكن أنّ نبرهن أن الفرق بين حدّين متتاليين» لا على 
التعيين» ثابتٌ. 


© نلاحظ أوَلاً أن 1 = م»» وأنه أيَآً كانت قيمة العدد الطبيعي 7 كان 





nı1 = U, = 3(n +1) +1 - )380 +1) = 3‏ 
فالمتتالية ,.,,( ,») متتالية حسابيّة حدّها الأول 1 وأساسها 3. 
© أمّا في حالة المتتالية ر( ,,») فنلاحظ 


Un+1 7 Un = (n +1 +1 - (n +1) = 2n +1‏ 
فالفرق ,» - ره ليس ثابتاًء والمتتالية م_,( ,,0) ليست متتالية حسابيّة. 


وض ما أهميّة الإثبات بالتدريج؟ 


يفيد الإثبات بالتدريج في إثبات صحة بعض الخواص المتعلّقة بالعدد الطبيعي 7. لنوضّح هذا الأمر في 
المثال الآتي : 


کل ا ر امه کروی برشن اک 


و ,» + 2 = إ,,». نجد في الجدول المجاور القيم التقريبية للحدود التي 

أدلتها من المجموعة 3,4,5 ,0,1,2 من هذه المتتالية. 

٠‏ الملاحظة الأولى هي أنّ ,» < ,,,» في حالة 0,1,2,3,4 = «» فهل 
صحيح أنّ ,» < رن أياً كانت ”؟ لنفترض أننا أثبتنا المتراجحة 
,له < ٠»‏ ونرغب بمقارنة الحذين ر“ و ٠»,‏ ولكنهما موجبان 
ويكفي من ثَمّ أن نقارن بين مربّعيهما لنجد: 


e 0 i = (2 + ا‎ - )2 + (= a+ 7, > 0 











ومن ثم ریت < وربنه. وهكذا نكون قد ثبتنا بالتدريج أن براك > 1+ أياً كان العدد مء 
فالمتتالية ...| ,») متزايدة تماماً. 
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© الملاحظة الثانية هي أنّ 2 > ,» في حالة 0,1,2,3,4 = «» فهل صحيح أنّ 2 > ,» أياً 
كانت «؟ لنفترض أننا أثبتنا المتراجحة 2 > ٠»,‏ ونرغب بمقارنة ,, ,,,ه بالعدد 22 
ولكنهما موجبان ويكفي من ثَمّ أن نقارن بين مربّعيهما لنجد: 
u, < 0‏ - 2 = (زره+ 2) -4 = u‏ 22 
ومن ثم 2 > ,,,». وهكذا نكون قد أثبتنا بالتدريج أنَّ 2 > ,» أياً كان العدد 7. 


هذ تدر 


© بيّن أي المتتاليات م<,( ») الآتية حسابية. 


+1 


an +1‏ 
س = ر 
2 


u © u, = n” — n ©‏ + 2- = ر ,2 = وله 


© u, = 2n +3 © 


© فيما يأتي المتتالية ر( ,») متتالية حسابيةء أساسها 7. 


© 1 ع ونه و31 = مننا. أحسب ”7 و 2004ا . 
© 5 = وه و45- = رں». أحسب 7 وورنا. 
© 24 = بوه و 70 = وينة. احسب 7 ون1. 
© 1 = 0000 و 79- = وووون . احسب 7١‏ و روو ولا. 


© أثبت بالتدريج أنَ 72 < ”2 أياً كان العدد الطبيعي 4 < 7. 
© لتكن ر( ,») المتتالية المعرّفة في المثال السابق أثبت بالتدريج أنّ ل > ,ن - 2 أَياً كان العدد 
n>‏ ج "3 


الطبيعى 7. 





© المتتاليات المندسية 


7 تعريم 4 

نقول إن المتتالية ,<,(,,) متتالية هندسيّة إذا وج عدد حقيقي 4 وتحققت العلاقة التدريجيّة 
٠,‏ × 4 = رببه ايا كان العدد الطبيعي 7. نسمّي العدد ۾ أساس المتتالية الهندسيّة ,.,,(,). إذن 
في متتالية هندسيّة ننتقل من حدّ إلى الحدّ الذي يليه بالضرب بالعدد الحقيقي ذاته. 


<q <q <q <q 


a‏ سس لسري مر 


20 U1 U2 213 U4 


" متتالية قوى العدد 2 : 421 16۰8ء 32»... هي متتالية هندسيّة حذها الأول 1 وأساسها 2. 

" المتتالية ررر( ,») التي حذها العام ”(1-) = ٠»,‏ متتالية هندسيّة حذها الأول 1 وأساسها 1-. 
أمَّا حدودها فهي 121-:1:1-»:1:1-.... 

" المتتالية رر( ,») التي حدها العام ”3 × 2 = ٠»,‏ متتالية هندسيّة حدّها الأول 2 وأساسها 3. لان 


x 3" × 3 = 3X 1,‏ 2 = 3"1 × 2 = ربوا. 


9 إذا كانت الأعداد ۾ وط وء ثلاثة حدود متوالية من متتالية هندسيّة كان عه = 0ء لأنّ 
6 = 5 ووو = ومن َم مه = اه = 0. في حالة کن الأعذاف ‏ و و وه موكية وت 
المساواة م = 52. نقول إِنّ 5 هو المتوستط الهندسي للعددين » وءء والأعداد »۾ وط وء تقع في 


7 مُبرعَنة 4 
لتكن (Un Jn>O‏ متتالية هندسيّة حذها الأول 60 وأساسها 0 ج و0. عندئذ مهما يكن العدد 


الطبيعي 7 يكن "4 × وله = ,نه . 
الإثباءته 


لمّا كانت المتتاليّة (,0) متتالية هندسيّة» استنتجنا أن و × م = ». وإذا افترضنا أن 


n>0 

X 07"‏ وله = “u,‏ صحيحة في حالة " = م استنتجنا من ذلك ان 
1+ کک 

m1 د‎ REE ORT SN 


و ا رو اکن البح ای 
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إذا كانت ورو( ,»ا ) متتالية هندسية حدها الأوّل 3 = uy‏ وأساسها : = م كان 


ET 
4/ 104 


فين الميرهدة الكنية اة ال بط حتيخ من عدن متثالية دة 


000 4 5 
6 4 
ا 


لتكن ,.,(,,0) متتالية هندسيّة حدودها غير معدومة وأساسها ي. عندئذ أياً كان العددان 


× 3 = وله 








U 
.2 = الطبيعيان 7 و" كان ”0ن‎ 


Urn 


في الحقيقة» استناداً إلى المبرهنة السابقة» نجد "ور = ٠»,‏ و"0؛ = ٠»,‏ وتنتج المساواة المطلوبة 
مباشرة. 

9 تفيد هذه النتيجة في حساب الحد ذي الدليل ” من متتالية هندسيّة إذا عرفنا حدَاً منها وأساسهاء 
أو بخساب الأساس إذا أعطي.حدان اثنان منها: 

ذكنا تخريماً للخم 

وص كيف يمكننا تمثيل الحدود الأولى لمتتالية هندسيّة؟ 
لتكن م( ,,) متتالية هندسيّة أساسها 0 عد ۾. إذن أيَاً كان 7 فلدينا ,سي = ر ,». لنستفد من التابع 
عي ب »,® + 1 : / للحصول على تمثيل بياني للمتتالية الهندسية مر( ,,؛). 
يفيد المستقيم الذي معادلته ه د ن بإرجاع الحدّ ,» إلى محور الفواصل وهذا ما يسمح بحساب 
٠.» = /)»,(‏ نلاحظ من الرسم أدناه أنَّ جهة اطراد المتتالية م( ,») تتعلّق بقيمة ۾ وبإشارة 


٠ 0 


















23 وله‎ Uo 


ig 1 3 
tov ونا‎ U3 FL 


١ 0 
To Ua 14 0 
0 0 

1 














| فال كيف نبث أن متلية معاية هدسية ؟ 


© أثبت أَنَ المتتالية م,( ,») المعرّفة بالعلاقة ج = ,» هندسيّة. 


© لتكن م( )٠‏ المتتالية المعرّفة بالشرطين 6 = م و 4 + ,30 = ون٠‏ ولنعرّف المتتالية 


مد( ب,مه) بالعلاقة 2 + ,ره = رس. أثبت أنّ رر( ,,نه) متتالية هندسيّة. 


9 لإثبات أن متتالية معطاة م (Un‏ متتالية هندسيّة. نسعى لكتابتها بالصيغة q9 Un+1 - QUn‏ 


عددٌ لا يتعلّق بالعدد . ولهذا يكفي أن نثبت» في حال كون جميع الحدود غير معدومة» أنّ النسبة 
حك لا تماق بالعدد م 


Un 





© نلاحظ ألا آثه مهما يكن + فالحد رن مختلف عن الصفر. لتنحسب إذن نسبة حديْن متتثاليين» فنجد 
1 أفىي. قث رةه د ا 
Uy, “gan1 29 783‏ » وعليه تكون المتتالية محر( (Un‏ متتالية هندسيه ا 
© لما كان 2 + ,ه = ,نه أيَاً كان العدد الطبيعي «» كان 2+ ,ريه = ربوس واذا استبدلنا 


4 + ,30 بالعدد ررر استنتجنا أنّ ,س3 = 2 +4 + و3 = رررس. ولمًا كانت المساواة 








,س3 = ررس محققة أَيَآَ كانت قيمة العدد ٠”‏ استنتجنا أنّ ر( ,») متتالية هندسيّة أساسها 3. 


© بيّن أي المتتاليات ,.,( ,) الآتية هندسيّة. 





n>0 
عدر © ,4 = ,2 = وله‎ 5550© u =3" +3. © 
2n + 5 2 
u = ح ررره1,5-‎ 21, =1 © u, = a © u, = 5 


© فيما يأتي المتتالية ٠,,.,‏ ,») متتالية هندسيّةء أساسها ». 

© 4 = مه و5 = ۾. اكتب ,ره بدلالة 0. 

© 8 = يه و2 = 4. أحسب را ویںا. 

© 64 = وه و 256 = ». احسب مرا( هناك جوابان). 
© إذا كان , عدداً حقيقيا موجباً اما و عدداً طبيعيا. 
© أتبت أنّ المتتالية ر_,(,ه) المعرّفة بالعلاقة 1+7 = ٠,‏ حسابية. 
© أثبت أن المتتالية رر,(,») المعرفة بالعلاقة "۶ + 1) = ,نه هندسيّة. 
© أثبت أنّ مم + 1 < "(م + ]) . 
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© مجموع حدود متوالية لمتتالية 
كثيراً ما نواجه مسألة حساب مجموع عددٍ من الحدود المتوالية لمتتالية معطاة م( ,»). لنعبّر إذن 
بالصيغة الآتية عن مثل هذا المجموع 
رلك + ۰ ۳ u + u‏ = 9 حيث 7 >1 
ّا النقاط الثلاث ... في هذا المجموع فتعني أنّه علينا جمع الحدود التي تقع أدلّتها بين ¡ وز . 
إِنْ عدد حدود المجموع ريه + ۰۰۰+ u‏ + ,نه = ٩‏ يساوي 1+ .j-‏ 
5 الماليات الحسابية 
© حالة خاصّة. لنحسب مجموع أوّل « عدداً طبيعياً غير معدوم 
n‏ +...+1+2+34 ح S,‏ 

لحساب هذا المجموع نتبع الطريقة التي تبعها الرياضيّاتي غاوس في التاسعة من عمره. فنكتب الحدود 
مرتبة تصاعديّاً من 1 إلى 7: وفي سطر ثان نعيد كتابة الحدود مرتبة تنازلياً من م إلى 1 

Fin =D! +n!‏ ال 1F‏ 2 1 + !11ح وى 


E عه ل لعن‎ CD EL 
.25 = 7) + 1( بالجمع نجد»‎ 

وعليه فان مجموع أوّل « عدداً طبيعياً غير معدوم يساوي E‏ 

© الحالة العامّة. لنحسب مجموع + من الحدود المتوالية في متتالية حسابيّة أساسها 7. لنرمز بالرمز ۾ 
إلى أوّل هذه الحدود وبالرمز £ إلى آخرها. عندئذ تكتب هذه الحدود بالشكل 


a,a حك‎ r,a + 27, ..., ع‎ + (n - 1( م‎ = £ 


وعليه 
+r) + (a + 2r) +۰۰۰ + (a + (n - 1(7 (‏ نم) دن حدم 
na +r (1 + 2 +۰۰“ + (n =1)‏ = 
1- : 
ولكن 18 "! - 1 م) + ... + 1+2 إذن 
مخف - رون 2 _ الام بوم - 
S = na +r 9 = „(2a + (n 1)r) =n 2‏ 


بذا نكون قد أثبتنا المبرهنة الآتية. 


إن مجموع عددٍ من الحدود المتوالية في متتالية حسابيّة يساوي جداءَ ضرب عدد الحدود بنصف 


مجموع الحدّيْن الأول والأخير. 


6 








5 المسالياتافددسية 
® حالة خاصّة. لنحسب مجموع أوّل « حداً من متتالية هندسيّة حدّها الأول 1 وأساسها ي في حالة 
(1 عد ي) أي 1 "ي +...+ و + و + 1= 5. 

في الحقيقة نلاحظ 

+ 
+ 





وبالطرح نجدء ”ي - 1= 8( -1) ولكن 0 = 1- و إذن و 
وعليه أيَاً كان العدد الحقيقي و» المختلف عن 1ء كان 
٩"‏ 1 
1-6 
© الحالة العامّة. لنحسب مجموع ” حداً متوالياً من متتالية هندسيّة أساسها © (1 عد ۾). نفترض أنّ 
أوّل هذه الحدود يساوي ه» عندئذ تكتب بقية الحدود بالشكل ٠40‏ 00”712...6002. وعليه 
"1-7 
1-9 
وبذا نكون قد أثبتنا المبرهنة الآتية. 


7 مُبرهَنة 7 


مجموع + حدّاً متوالياً من متتالية هندسيّة أولها »» وأساسها ي مختلف عن 1ء يساوي 0-7 
وص كيف نتذكر نتيجة المبرهنتين 6 و7؟ 


عندما تكون ,لا ؟ برل ۰۰۰۰٠‏ »ا حدوداً متوالية من متتالية» يضم المجموع ,++ u,‏ حور 


1 





= 1 "ي ب ...+ ي + ۾ + 1 





8 = a(1+ q+ ثو‎ +... q1 ( = ۾‎ 





. 0 


1 +4- ر حداً ولدينا 
© إذا كانت المتتالية حسابيّة كان | © إذا كانت المتتالية هندسيّة كان 
لديناء عملاً بالمبرهنة 6» ما يأتي _لديناء عملا بالمبرهنة 7» ما يأتي 


عدد الحدود 


حت 1 


| قال )| الاسغادة من المبرهسة 6 
فإذا علمت أنّ 6456 = ,كىرء احسب قيمة 7. 


@ 











»زول خة) حم 








EI 
+...+,»ه حيث 1-8 و«دز فهو يضم 2-” حداً. إذن‎ u, للمجموع ,5 الصيغة‎ 
5 طلاتتفة مووو روات وقء.ولكن لديناة افكدادا إلى التيرحتة‎ 
Un = Ug و 737 حل‎ Ug = وله‎ + 3r 
أو 17 = ونه و 50 + 2 = ,ه. نستنتج إذن أنّ إا (2 -2) = ہک. ونعلم ُن ۸ عددٌ‎ 
: طبيعي موجبٌ وأنْ 6456 = ,5. وهذا يُكافئ الشرطين‎ 
.502 + العدد 7 عدد طبيعي موجبٌ.  © 0 = 12950 - م9‎ © 
., = 50 وبحل هذه المعادلة آخذين بعين الاعتبار الشرط المعطى نجد‎ 


| قال ]) بالاستعادة بخيط طوله ن 100+ كنشيء الشكل المجاور.. طول كل 


قطعة مستقيمة يساوي نصف طول القطعة التي سبقتها. نضع طول 

القطعة الأولى 50 = ي»»» ونرمز بالرمز ,» إلى طول القطعة الثانية 50 
وهكذا. نفترض أنه تمكن متابعة هذا الإنشاء إلى ما لانهاية» فنحصل 

بذلك على متتالية مہ( ہںا). احسب ,ره + ... + مه = ,5,.. هل يكفي |12.5 

الخيط لمتابعة الإنشاء دون توقف؟ 25 








5 51 شم م 01 1 n+1‏ 1 0 
والمتتالية 0<( ,»ه) متتالية هندسية فيها 0 = وله واساسها 5 وعليه نجد TT‏ = 6 أو 
1 5 5 4" 1 
ب -100]1 = ,5 . ونلاحظ أنه مهما تكن , فلدينا 100 > ,5, لان TN‏ وعليه يمكننا 


الإجابة بالإيجاب عن السؤال المطروح. 


© المتتالية رر( ,») متتالية حسابيّة فيها 12- = نه و32- = رينا. 





1. احسب ونه و .٣‏ 
2. احسب المجموع وورنه + ۰۰١‏ + وولة +٣‏ وولة + ورنة = قر. 
© المتتالية 0> (Un Jn‏ متتالية هندسية» فيها 3 00و12 = ». احسب المجموع الآتي 
ur + ug + ug‏ + وله + وله + ‘u4‏ 
© المتتالية م<,( ,») متتالية حسابيّة. نعرّف ,ه + ۰۰۰ + وه + يه + u‏ = ,ى. احسب ,ا و ,5 إذا 
علمت أنّ 105 = u‏ و 17= ۸" و2 حم. 


® 





© تقارب متتالية 
6 .راسة تقارب مثالية 
دراسة تقارب متتالية مر( ,,:ه)» هو الإجابة عن التساؤل حول ما تؤول إليه الأعداد ,» عندما يأخذ 
الدليل « قيماً أكبر فأكبر «في جوار اللانهاية». عند دراسة متتالية نهتم إذن بالنقاط الآتية. 
" أتتناثر الأعداد ,» عندما تزداد قيم الدليل كبراً؟ أتزداد قيم الأعداد ٠»,‏ أو | ,,»|» دون حدود عندما 
تزداد أكثر فأكثر قيم الدليل؟ 
" أتتجمّع قيم الأعداد ,» عند قيمة ثابتة / عندما تزداد قيم الدليل كبراً ؟ 


ك قاضة ية الا ر( اا بالعلاقة * i‏ 
> 





1 1 1 1 1 





1 
102٥ 10000‏ 10° 10 10 4 2 
من الواضح أن الحدود تتجمّع عند العدد 0. 
0 
LL LL 1 1 1‏ 1 
2 3 4 5 6 10 100 


4 


كيف نعبّر بدقة عن فكرة تجمّع حدود المتتالية عند قيمة؟ 

حدسيّاً. يمكننا القول إِنّ الحدود تصبح قريبة جدَّاً من الصفرء أو إنها تصبح أقرب فأقرب من الصفر. 
ولكن هذه الصياغة صياغة غير دقيقةء فما المعنى الدقيق لقولنا «قريبة جداً» أو قولنا «أقرب فأقرب»؟ 
لإعطاء معنى دقيقاً للقول « ,» قريبة من 0»» يجب أن نقول « ,» تبعد عن 0 مسافة لا تزيد عن 
ه»» (» عددٌ حقيقي»» > 0). أي إِنّ ,» تقع داخل المجال [-٠,»]‏ = 7 الذي مركزه 0 ونصف 
قظره بء 

لنأخذ مثلاً حالة 10-5 = 0.00001 = »» عندئذ نلاحظ أنّ المجال 7 يضم جميع حدود المتتالية 
م( ,) تقريباًء وبدقة أكثر إِنّه يضم جميع حدود المتتالية التي يزيد دليلها على 10. 

وأكثر من ذلك» هناك تجمّع عند 0» لأنّ ما قيل في حالة 107= » صحیح 9 2 
في حالة قيمة كيفيّة موجبة تماماً للعدد »»١‏ ومهما كانت هذه القيمة صغيرة. فكل 
مجال مفتوح مركزه 0 يضم جميع حدود المتتالية باستثناء عددٍ منته منها على 
الأكثر. فكل واحد من هذه المجالات يؤدذي دور فخ یمگننا من اصطياد جمیع کل واد من هذه المجلات يضم جم 


حدود المتتالية باستثناء عدد منته منها 





حدود المتتالية دعا من دليل معين. 
نقول في مثل هذه الحالة إن المتتالية م_,(,») تقبل العدد 0 نهاية لها عندما «يسعى» « إلى 
اللانهاية. 


06 











9 تسريه 5 
نقول إن عدداً حقيقيّاً ‏ هو نهاية للمتتالية ,,( ,») إذا ضح كل مجال مفتوح مركزه / جميع حدود 
المتتالية بدءاً من دليل معيّن (أو باستثناء عدد منته منها). 

نكتب في مثل هذه الحالة 7 = ,» صا » ونقول إِنّ المتتالية متقاربة أو إنها تتقارب من /. 


2.6. نهاية مثالية معرفة بصيغة من الشكل (م)/ = ينه 


87 مُبرضَنة 8 
ليكن / تابعاً معرّفاً على المجال 01+ ,04]» ولتكن م-,(,,0) متتالية معرّفة بالعلاقة 
(0)/ = ,»> في حالة « > م» وتأخذ حدودها قيماً كيفيّة في حالة » > 7. إذا كان للتابع / 
نهاية £ عند 00+ كان للمتتالية رر( ,») نهاية £ عند هه+-. 


حدسيّاًء لما كانت / نهاية / عند مه+» فعندما يأخذ المتحؤّل ‏ قيماً أكبر فأكبر نحو 0ه+ (في مجال 


من النمط ]00+ ,5] مثلا )» تتجمّع الأعداد (:7)2 عند .٤‏ وتكون هذه هي حال الأعداد f)۸(‏ = ,ا 
لأته عندما تتحوّل ى في المجال +٥٥]‏ ,] فهي تأخذ بالضرورة جميع الأعداد الطبيعيّة في هذا المجال. 








بدءاً من الدليل 0 جميع حدود 
المتتالية تقع في المجال 1 


7 


52 5 أ« 0 0 0 0 5 # مم 
تقبل التوابيع المرجعية = جا کس جا حابرينن..... حل بربن. (حيث ي عدد 
ل لتوابع لمرجعد 2 5 5 7 (حي حقيقي) 


5 


الصفر نهاية لها عندما تسعى x‏ إلى 00+ . نستنتج إذن ما يأتي: 











6 اللقارب والعمليات الجحيربة 


@ مُبرهَنة 9 


لتكن مر( )٠‏ متتالية متقاربة من عدد ٠»‏ ولتكن مح( ,,0) متتالية متقاربة من عدد 0. عندئذ 
يتحقق ما يأتي. 
1. المتتالية ر,(,ء) المعرّفة بالعلاقة u, + ٠.‏ = ,5» متقاربة من العدد ا + ». 
2. المتتالية ر_,(,م) المعرّفة بالعلاقة ,0< ,» = ,م٠‏ متقاربة من العدد ا × 4 . 
3. واذا كانت جميع حدود المتتالية مر( ,») مختلفة عن الصفر و0 عد 5» كانت المتتالية 
مد"( ,) المعرّفة بالعلاقة 20 = ,4ء متقاربة من العدد “. 





0 Un 
57 n +1 1 1. a Ax 5-6 2 
.0 المعرّفة بالعلاقة الاتية > += >= د و تتقارب من‎ (Un المتتالية تحرو‎ -. 
n n 5 
1 1 5 
لان 0 - = صتا[ و0 ع جح صنا.‎ 
جر‎ 06 FP 6ج‎ 7 


ف [لمتقالية ,ب بيت ا ا عافاك ير قارب من 2 
n NT 0‏ 
چ س 8 4 
Ee‏ وات 2ن 
ن سنا و im‏ 


NM 11+06 0‏ مجر 


چ مُبرهَفة 10. مبرهنة المتتاليات الثلاث 
لتكن ر( ,/ه) و و<,,( )٠,‏ و مدر( ,») ثلاث متتاليات. نفترض أنّه مهما يكن العدد الطبيعي 
ہم > 70 فلدينا ,نه > ,.ه > ,مسه. عندئذ إذا كانت المتتاليتان 0,,(,<0ه) و ںہ( مv)‏ متقاربتين 


من النهاية / نفسهاء كانت المتتالية مر( ,») متقاربة من 6 أيضاً. 


ليكن 7 مجالاً مفتوحاً مركزه 6. المتتالية ر( )٠,‏ متقاربة من /. إذن» استناداً إلى التعريف» يوجد 
دليل ,” بدءاً منه تقع جميع حدود المتتالية ,.,,( ,0) في المجال 1. وبالمثل يوجد دليلٌ رم بدءاً منه 
تقع جميع حدود المتتالية ,<,( ,,:ه) في المجال 1. 

لنعرّف إذن مہ بأنئّه أكبر العددين ,م ويه . فإذا كان « > م۸٠‏ كان« > ,0 وانتمى الحدٌ ,ه إلى 
المجال 7» وكان أيضاً 7 > ر" وانتمى الحدٌ ,س إلى المجال 7 . ولكنّ الحدّ ,» يقع بين ,» و وس 
اللذين ينتميان إلى المجال 7» إذن ,» يقع أيضاً في المجال 7. بذا نكون قد أثبتنا أنّ المجال 1 يضم 
جميع حدود المتتالية رر( ,») بدءاً من الحد م70. 


06 


6 


1. حفهوء النهاية اللأنهائية 

حدسيّاً أنْ نقول إِنّ المتتالية م( ,») تسعى إلى 50+ »ء يعني أنّ حدودهاء باستثناء عدد منته منهاء 
تتجاوز أي قيمة موجبة +7 نختارها مهما كانت كبيرة. أي بدءاً من دليل معيّن» تكون جميع حدود 
المتتالية أكبر من ”. 


جميع حدود المتتالية بدءاً من دليل معيّن عدد منته من الحدود 


ااا _ _ و سي سي 


0 m 
6 ریہ‎ © 
جميع‎ »[”, +٥0] نقول إِنّ المتتالية ر( ,») تسعى إلى 00+ إذا ضح كل مجال من النمط‎ 
.. حذوذ المتتالية يدءاً من خليل معين. ونكتب مودک ,نه هنذا‎ 


وبأسلوب ممائل نقول إن المتتالية ,.,,(,,») تسعى إلى 0ه- إذا ضمّ كل مجال من النمط 


٠ مدنا‎ uy = =0 جميع حدود المتتالية فف دليل معين. ونكتب عندئذ‎ «|—oo, m[ 


n جد‎ 00 


المتتالية رر( ,») المعرّفة بالعلاقة 72 = ,,» تسعى إلى +٥0‏ . لأنه أيَاَ كان « > 1 كان 
م« < ”. وكذلك تسعى المتتاليتان vu, = Nn‏ و ۸ = برس إلى ه+. 
2. نعاية حتتالية هندميّة 


لتكن رم( ,,0) متتالية هندسيّة تُحقّق ”ي × م٠‏ = ,». إذن» استناداً إلى المبرهنة 9: يكفي أن ندرس 
المتتالية رر( ,») المعرّفة بالعلاقة "ي = ,؛ا. 


#7 مُبِرهَنة 11 


" في حالة 1 > 0 > 1- يكون لدينا 0 = "ي صا . 
" في حالة 1 - ۾ يكون لدينا 1= ”0 سنا . 


" في حالة 1 < ي يكون لدينا 00+ = "و صا . أي تتجاوز الحدود "ي أيّ عددء مهما كان 


كبيراء بها من قينة معيدة للل ۾ 








المتتالية الهندسيّة ر [,0) المعرّفة بالعلاقة کد ين ف ل ا 
1 
1 > -->[1-. 
لدت 


6 





وص هل يمكن أن تكون لمتتالية نهايتان ؟ 


لا. لنفترض أن للمتتالية م(,») نهايتين مختلفتين / و/. لنختر مجالين منفصلين 1 و 1 مركز 
أولهما ٠٤‏ ومركز الثاني '/. 


2 4 
بيرم‎ 
I 014 


لما كانت المتتالية ر,(,») تقبل / نهاية لهاء استنتجنا أن المجال 7 يضمّ جميع حدود المتتالية ما عدا 
عنداً منتهياً من حدودها. إذن لا يوجد خارج المجال 1 إلا عددٌ منته من حدود المتتالية» ومن م لا 
يمكن أن يضم المجال 1 عدداً غير منته من حدود المتتالية» ولا يمكن أن يكون العدد ”7 نهاية للمتتالية 


١ (uy, (n>0 


9 تسمّى المُحاكمة المنطقيّة في البرهان السابق برهاناً بالخُلف» أو بنقض الفزض. 
رض الكل متتالية نهاية ؟ 


لا. لنتأمّل المتتالية ,..,(,:) المعرّفة بالعلاقة "(1-) = ,». إنّ حدود هذه المتتالية هي : 1»1-:1»؛ 


n>0 
الح 1 61-1 1ک‎ 


ت ا 
I‏ 


المجال ]1,4[ = 1 الذي مركزه 1 يضم عدداً لا نهائيًاً من حدود المتتالية» (جميع الحدود ذات الدليل 
الزوجي)» ولكنّه يترك خارجه أيضاً عدداً غير منته من الحدودء هي الحدود ذات الدليل الفردي. والأمر 
نفسه يتكرّر في المجال |14-,34-[ الذي مركزه 1-. فحدود هذه المتتالية لا تتجمّع عند نقطة واحدة. 
وليس لهذه المتتالية نهاية. 

و لماذا نقول إِنه توجد طرائق مختلفة للتقارب من النهاية نفسها ؟ 


لنتأمّل على سبيل المثال المتتاليات رو( ,© ) ؛ محم( ,8)؛ وحبر( ,)ب( ,4) الآتية» والتي تقبل جميعاً 
الصفر نهاية لها. 

ا 
n +1‏ 


حذود الال موحية تاها وان المتكالية مكتاقضية تاها . 


@ 


“a, =‏ التي حدودها الول eee‏ نلاحظ ُن 


0 





1 3 1 1 1 1 
= الت , حدودها الا حصن کے کک کک کے ی کی 
ET‏ برط لتي و ولى 1 9 2 1 2 5 2 


نلإحظ أن حدود المتكالية سالية تماما أن المتكالية متزايدة تماما . 





1(7-) 8 5 1 11 1 
و حم كك | حدودها ال" کے کي و للاخ 
‘Cn n +1‏ لتي و ولى 9° 43 ¢ ب 


أنَ حدود المتتالية تتوزع على جانبي العدد 0 وأنّ المتتالية غير مطردة. 





3 = إل التي حدودها الأولى 220:10 0 0» 
0 ناكفط ا كف اا موغنة أذ مر وأ نات 1 
كلما كان الدليل ” زوجِيًاً. فحدود المتتالية تأخذ قيمة النهاية (عدداً غير 


منته من المرات) بعكس الحالات السابقة. 





ر لماذا نستعمل المبرهنات على النهايات؟ 

لأنَّ إثبات كون عدد / نهاية لمتتالية اعتماداً على التعريف عسيرٌ بوجه عام. في الحقيقةء ينبغي أن 
نبرهن أنّ كل مجال مفتوح مركزه £ يضم جميع حدود المتتالية بدءاً من دليلٍ معيّن. وهذا يعني أنه مهما 
يكن العدد الحقيقي الموجب تماماً »» يضمٌ المجال ]ه + #,» - 4[ الذي مركزه © ونصف قطره © 
جميع حدود المتتالية بدءاً من دليل معيّن. وهذا بدوره يؤول إلى إثبات أنّ جميع حدود المتتالية بدءاً من 
دليل معيّن تحقّق المتراجحة » > |/ - ,»|. إنَّ حل مثل هذه المتراجحات أمرٌ عسير بوجه عام. 

وعليه فإنّ المبرهنات على النهايات تفيدنا في استنتاج نهايات جديدة انطلاقاً من نهايات معروفة دون 
اللجوء إلى التعريف. 

وض كيف نستفيد من المبرهنة 8 ؟ حالة التوابع الكسريّة 

درسنا في الوحدة الرابعة كيف نجد نهاية تابع كسري 7 عند +٥0‏ . يمكننا إذن استنتاج تقارب المتتالية 
(0) = ,. 


لنتأمّل المتتالية ..,(,:) المعرّفة بالعلاقة ت ين قل ا من ااا 
> - 
تقار کو هو القاية القوي العاف بالصيفة 


23-3 
ا 1 
1 
لما كان 2 = (5)/ صا استنتجناء بناءً على المبرهنة 8 أنّ 2 = u»,‏ صا . 


+ 5 








كيف نستفيد من المبرهنات على النهايات ؟ 


ادرس نهاية المتتاليتين رم( )٠,‏ و حم( ,0) الآتيتين 


2 1 1 
n + 6 00 dn +1 + © 
n 








© نلاحظ أن 2 8 - لكر 0 - 2 im‏ و0 = ج بصنا » إذن» استناداً إلى المبرهنة 


O1 


. lim u, = 3 نستنتج أن‎ 9 
1 2n +1 


© نلاحظ أن Un = Tn X Sn‏ مع 0 1 و حي > 





. إذن» اعتماداً 





٠‏ من جهة أولى» نرى أنّ (0)/ = ٠۲,‏ و هو التابع 


على الفيرمتة :18 تح أن > = lim,‏ . 


00 جر 


ه ومن جهة ثانية لدينا 0 = رى طننا ٠‏ 


0 جر 


إذن» استتاداً إلى المبرهنة 9ء نستنتج أن 0 = < ×0 = ٠,‏ واا . 


ى لماذاء في مبرهنة المتتاليات الثلاث» ينبغي أن يكون للمتتاليتين وى( ,,0) و ررر( ,ت) النهاية نفسها ؟ 


لاله يمك حصر .متتالية قن متثاليتين. متقاريكين دون أن تكرن متقارية.. لنتائل. مكلا المتتاليات 
مد( «) و وحم( ه) و وحم( برسه) المعرّفات بالعلاقات "(1-) = ,ه؛ و1- = ينه و1 ع ,نه. من 
الواضح أنّ ,س > ,,» > ٠,‏ أَيَآَ كانت قيمة الدليل » كما إِنّه من الواضح أنّ 1- = ,,» سنا 


ae. 


و1 = ,ت ”زا » ولكن ليس للمتتالية ,,( ,») نهاية كما رأينا. 
وص كيف نستفيد بأسلوب آخر من مبرهنة المتتاليات الغلاث؟ 

٠‏ لنفترض أنّ المتتالية ,ر( ,») تُحقّقء أيَآَ كان « > 4100 المتراجحة ‏ > |2 - ,,»|ء عندئذ يمكننا 
أن نستنتج 2 = » هنذا . في الحقيقةء أي كانت « > 100 فلدينا 2 > يه > 2-2 ولكق 


0 ج10 


lim (2 + 2) = 2‏ و2 ح 





2-2 منا إذن 2 = بره صنا. 
Nn‏ مج ىر 0ه جب 


» بوجه عام» إذا علمنا أنّ متتالية ,.,( ,») تُحقّقء أا كانت « > م١٠‏ المتراجحة ,»ا > |2 - س|ء 


وأنّ المتتالية ر( ,:ه) تتقارب من ۰0 عندئذ يمكننا أن نستنتج )£ = رن صا . 
تأمّل الحالة الخاصّة المهمّة التي يكون فيها 0 = /. 
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كيف نستفيد من مبرهنة المتتاليات الثلاث؟ 


ادرس نهاية المتتالية ٠,,.,‏ ,») في كل من الحالات الآتية. 


<3 #1) 1 
_ 2" — cosn a= ( ) u sn" @ 
3n +1 2n n 


n 


9 لدراسة تقارب متتالية و( ») عندما لا تسعفنا المبرهنة 8 أو المبرهنة 9» يمكننا أن نفكّر 
بحصرها بين متتاليتين لهما النهاية ذاتها. 
| الخلا 


7 : 1 لور 1 1 
© ايا كان م >1 فلدينا 1 > صنه > 1- و0 < مہ إذن الي ام اا 




















n Nn n 
Sin n : 5 1 1 
. lim = 0 وس = رس متقاربتان من 0. إذن‎ u = المتتاليتين -ج-‎ 
0 7 
)1" >1 في هذه الخالة مهما تكن م >1 ظا > يح لن‎ © 
2n 4 2n 5 
1 1 ع‎ . 1 1 . 0-1 1 n 
وت = صا . إذن = = ں صاا.‎ [im = = .-1>)-1 
LS ل لل ا‎ E 


2n +1‏ 1 -21 04 5 
< < لانه تك" > 1» فلدينا 1 > كت 
GS‏ 0 مهما تكن ,7 > 1ء فلدب < 0517© COSNn‏ < 


Ml. 2‏ 2 1 2 2 
ولكن - = e li‏ صا » نستنتج إذن ج = ره صا ٠‏ 








© هنا لدينا 








ا IM‏ و دم 


© أوجدء عند التقارب» نهاية المتتالية ,ر( ,») في الحالات الآتية مبرّراً الإجابة. 








5 2 1 1 
u =m ©0‏ © 3ا لسلس دح u‏ © سد ر 
و" وى Nn "n‏ "” 
© أوجدء عند التقارب» نهاية المتتالية ,ر( ,») في الحالات الآتية. 
sin 5‏ يدا | n + cos‏ 
u = ©0‏ © د رد :ذو س ص 
2n + 5 n3 n‏ 











2" n +1 3 
n 
e @ u | 06 
5n —1 2 
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المتتالية هي تابغ معرّف عند الأعداد الطبيعيّة بدلاً من المجالات في 18. المتحوّل هنا هو عددٌ 
طبيعي» وصورة العدد 7 وفق المتتالية » هي ,» بدلا من («)». والمتتالية نفسها نرمز إليها بالرمز 


در (Un‏ أو (Un JneN‏ بدلاً من لا ٠‏ 








* نميّز نوعين من المتتاليات. 


© تلك التي يمكننا فيها مباشرة حساب أيّ حد به انظلاقاً من الدليل . وهي تشمل جميع المتتاليات 
من النمط (م)ثر = u,‏ و ا تابعٌ مألوف. 


يا كان 10+ ۸" - 2n‏ = ,ں. عندئذ 92 = وں. 


© تلك التي لحساب حدّ من حدودها ينبغي معرفة جميع الحدود السابقة. وهي تشمل المتتاليات المعرّفة 
انطلاقاً من الح الأول ؛ ومن علاقة تدريجيّة: مهما كان العدد الطبيعي ٠۸‏ كان (,2؛) / = إب». 


9 = ون وأيَآً كان 0 22 ‘tn 2 NU,‏ 


# في حالة متتالية حسابيّة بورع( ,,ه) ننتقل من حد إلى الذي يليه بإضافة العدد 7 نفسه»ء الذي نسميّه 
أساس المتتالية +٣‏ ,نه = إروا. 


ويرتبط حدان كيفيّان ,,.ه و بره بالعلاقة "(١‏ - ين = ر ا 
5 الخد ات لست 
مجموع ود وله ° 1+ n‏ » 2 برلة 60٠٠6‏ ا فيساوي يتا ل علد ند 


# في حالة متتالية هندسيّة ,( ,») ننتقل من حدّ إلى الحدّ الذي يليه بضربه بالعدد غير المعدوم 4 


نفسه» الذي نسميه أساس المتتالية 0 > ‘Un+1] = Un‏ 


ويرتبط حدان كيفيّان ,4ه و ,نه بالعلاقة '' "4 × ,نه = ,رنه. 


m—n+1 5‏ 
آم مجموع الحدود Un 6٠٠١6 Un +2 ‘Un +1 » Un‏ في حالة 1ع ن» فيساوي 


® 








q0‏ منعكسات يجب امتلاكها. 

ا لإثبات أنّ متتالية ے,( ,») هي متتالية حسابيّة» فكّر بإثبات أنّ الفرق ,» - + .,,:» ثاب لا يتعلّق 
بالدليل . إِنْه أساس المتتالية. 

© لإثبات أن متتالية بوح, 
وراء العلاقة ,» × ۾ = ,,,:هء فإذا تمكّنت من ذلك وكان ۾ مقداراً ثابتاً لا يتعلّق بالدليل 7. تكون قد 
أثبتَ المطلوب وأوجدت أساس المتتالية الهندسيّة. 

© لدراسة جهة اطراد متتالية تمكن الاستفادة من عدد من الأدوات. 

د ادرس إشارة الفرق را - يرنه . 

» في حالة كون حدود المتتالية موجبة تماماًء قارن النسبة ل بالعدد 1. 


Un 


( ,») هي متتالية هندسيّة» حاول إظهار عبارة ,» ضمن صيغة ر ,»ا سعياً 


» إذا كانت المتتالية من النمط (0)/ = ٠»,‏ ادرس اطراد التابع /»› لأنّه إذا كان / مطرداً كان 
للمتتالية جهة اطراد التابع / نفسها. 
ا لإيجاد نهاية متتالية. 

1 1 1 


ه فش باستعمال المتثاليات المرجعية ,لل وأنّ نهاية مجموع أو جداء ضرب أو خارج 
Vn n3 n? n‏ 


قسمة هي على التوالي مجموع أو جداء ضرب أو خارج قسمة النهايات (ضمن بعض الشروط). 

٠‏ فگر بإيجاد تابع f‏ يُحقّق (0)/ = ,ء لأئه إذا كان £ = ()/ نا کان / = يه آنا 

- فكّر أيضاً باستعمال مبرهنة المتتاليات الثلاث : احصر ,» بين ٠,‏ و ,س على أن يكون للمتتاليتين 
مدر( ,نه ) وود( ,0ه) النهاية نفسها. 








أ چ 


المنثاليات المع فت بالندميج 
ناد 1 حالة التابع 2ج جا 
لتكن مر( ») المتتالية المعرّفة كما يأتي : 
د م وأيّاً كان «ء كان چ = ربينة. 

© أثبت أنه أَيّاً كان * من المجال ]0,1[ كان 1 > «# > 4 > 0. 
© ارسم في مستو مزوّد بمعلم متجانس [0,7,7) (خذ ه10 واحدة الطول) الخط البياني ,© للتابع 
نه باه : أ كُمَ ارسم المستقيم 4 الذي معادلته » = ,,. يقطع المستقيم 4 المنحني ,© في النقطتين 
0 و 1. أوجد إحداثيي النقطة 1. 
© © عيّن النقطة 4 من ,6 التي فاصلتها ,» . يقطع المستقيمُ المار 1 
بالنقطة 4 موازياً محور الفواصل المستقيم 4 بنقطة 8 . لماذا تكون ر» 
فاصلة 8؟ 

© عيّن النقطة من ,© التي فاصلتها »اء ثم كرّر الإنشاء لتجد 

الحدود الأولى من المتتالية. 
© أيُفيدك هذا التمثيل البياني في التنبّؤ بجهة اطراد المتتالية؟ وبنهايتها 
المحتملة؟ 
© نقبل أنّ هذه المتتالية تتقارب من 0. بالاستفادة من السؤال © أثبت أنّ المتتالية ر( ») 
متناقصة تماماً. قارن جهة اطراد التابع ر وجهة اطراد المتتالية رر( ,,:؛). 
بوجه عام» لتمثيل الحدود الأولى لمتتالية تدريجيّة (,,)/ = ر ,» نرسم المنحني البياني ,€ والمستقيم 
الذي معادلته » = ر ثم نعيّن » على محور الفواصلء ونتابع الإنشاء كما سبق. 
اد 2 حالة التابع التالفي z+ az + b‏ 
لتكن ر( »ت) المتتالية المعرفة بالشرط 1 = ٠»‏ وأيَّاً كان ,+ كان 3+ - i‏ 





© احسب ا۰ ولا ؛ و1 ۰ يلك وله ول ٠‏ 

© ما هو التابع / الذي يُحقّق (,»)/ = ربب أيَاً كانت قيمة 7. 

© اتبع طريقة الفقرة السابقة لتمثيل الحدود الأولى للمتتالية ,. (١,‏ ,») . أيفيدك هذا التمثيل في التنبّؤ 
بجهة اطراد المتتالية؟ وبنهايتها المحتملة؟ 
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© © أثبت أنّ المتتالية ور( 00 2 - به = به متتالية هندسيّة. 
© عبر عن ہں بدلالة م. تم استنتج نهاية رہ( ,نه) ونهاية ر( ,نه 
ناد د z+ az +b PT‏ 
لتكن م( ,,) المتتالية المعرّفة كما يأتي : © = «هء و ۵ + سه = رمن أيَآً كان 7. مع 1 عد ». 
© أثبت أنّ للمعادلة 0+ نمه = ر حل وحيد نرمز إليه بالرمز ۸ احسبه بدلالة ۾ و ط. 
© نعرّف المتتالية رر( ,ه) بالعلاقة < - ر = ,:. 
© أثبت أنّ مدر( )٠,‏ متتالية هندسيّة. 
© احسب رن بدلالة 7. 
© أثبت تقارب المتتالية ,.,( ,,ه) في حالة 1 > ۾ > 1-» ما نهايتها في هذه الحالة. 
© نفترض أنّ 1 > » > 1-. أثبت تقارب المتتالية م( ,»)» واحسب نهايتها بدلالة ۾ و0 و». 


© احسب ب بدلالة 0 و6او6و2. 





3 ۶ 
0 ادرس اطراد المتتالية ررر( (un‏ في الحالات الآتية. 
u, ~n © ty, - || 0‏ = 


n 


u, =, n>1 © u, = م‎ + )-1( @ 


n 


37 لتكن المتتالية ,. ١,‏ ,») المعرّفة بالعلاقة م54 + 30 - 205 = ب . 
1. ادرس اطراد التابع :54 + 30:2 - 2 = رف f‏ ,1 + 1 : . 














2. استنتج أنّ المتتالية ,.,,( ,,) متزايدة بدءاً من الدليل 9 = «۸. 
3-5 لتكن رر( ,,) متتالية حسابيّة أساسها . عيّن جهة اطراد المتتالية رر( ,») بدلالة إشارة 7. 


69 نتن المتتالية رح( ,:ه) المعرّفة بالشرطين 1 = ننه وأيّاً كان 7 كان r‏ 
1. احسب الحدود ٠ U5 °< Uo ‘U1‏ 
2. فى حالة 0 عد ,نه EE‏ = را . احسب الحدود وك ۰۰۰۰۰۷ ا . 
Un‏ 


3. أثبت أنّ المتتالية م( )٠,‏ متتالية حسابيّة» ثُمّ عبّر عن ,,» بدلالة 7. 


5-5 أعد السؤال السابق في حالة المتتالية ,,,( ,») المعرّفة كما يأتي. 


Un 


1 2 
ك ایا كان م کان شت د . 
کو و كان 9 كان وک ا 


6 لتكن المتتالية ر( ,») المعرّفة بالشرطين : 
2= 20 وأيَآً کان ” كان 5+ 2u,‏ = ديرلا ٠‏ 
1 احسب الحدود ٠ U5 °< Uo U1‏ 
2 نعرّف 5 + = برنه. احسب الحدود وك ا۰۰۰.۰ وا. 


3. أثبت أنّ المتتالية م.,,( )٠,‏ متتالية هندسيّة» ثْمَ عبّر عن ,» بدلالة 7. 
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س أعد السؤال السابق في حالة المتتالية ,,( ,:») المعرّفة كما يأتي: 


5 1 
3 = مره وایا كان 7 كان 1+ ,هج = n1‏ و2 ع و31 = رلا ٠‏ 


659 المتتالية ,.,( ,») متتالية حسابيّة فيها 


0 + u = 0 و‎ u + ua + ويه‎ = 9 


1. احسب %0 و . 


2 احسب المجموع 0 + ۰۰۰ + ويه + u‏ + ونه = 9. 


@ أئبت أن المجموع 99+ 97 + ...+ 1+3+5 هو مربّع عدد طبيعي . بوجه عام» احسب 


بدلالة » مجموع أول 7 عدد طبيعي فردي 


O. >13‏ = نه 1ح اق 
0 المتتالية رر( ,,ه) متتالية حسابيّة. نعرّف ,ه +...+ وه + يه + يه = ,ىم 


1. احسب به وبنه إذا علمت أن 7- = بم و33 = Sp = 0yn‏ 


2. احسب به و« إذا علمت أنّ 4= بره و” ع- م و1176- 


س احسب المجاميع الآتية. 


۰.5, 


8 ووک‎ E 
° 4 ' 8' 6 1048576 
1 1 1 1 
م 7 + 9ج = وق‎ 

1 1 1 
سك 515 777 315 كسك 2 5 كك 015 كك o‏ 
e 0 10‏ 


®6 لنتأمل متتاليتين حسابيتين ,.,(,) و ہے,(,٥)»‏ وعددين حقيقيين ۵ و». نعف 


ty = dau, + Duy, 


أثبت أنّ المتتالية ے,( ,4) متتالية حسابيّة. 
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0 تال صایۃ 


تكوّن الأعداد + و ا وء ثلاثة حدود متوالية من متتالية حسابيّة. نفترض أنّ مجموع هذه الأعداد 
يساوي 21 وأنّ مجموع مربّعاتها يساوي 197. عيّن هذه الأعداد. 

92 نحو الحلّ 
لنترجم الخاصة المشار إليها في نص السؤال» فنحصل على معادلتين بثلاثة مجاهيل هما 

1 عدم دو بوم و 197= a +) +c‏ 

في حالة ثلاثة مجاهيل نفضّل بوجه عام أنّ يكون لدينا ثلاث معادلات. وهنا نتذكّر أنّ الأعداد ۾ 
و5 وه تكوّن ثلاثة حدود متوالية من متتالية حسابيّة» ولكن عندما نعرف حَدَيْن في متتالية 
حسابيّة» أو حداً واحداً وأساس المتتالية» فإننا نعرف جميع حدود المتتالية. إذن يمكننا إرجاع 
المسألة إلى محهوليق: اا خان أو خد واحد وأساس المتثالية. 

4 لنختر الحدَّيّْن ۾ وء مجهولَئْ مسألتناء عندئذ يمكننا التعبير عن كون الأعداد ۾ و5 وء ثلاثة 
E a O a e‏ گن دن 
1. اكتب جملة معادلات تفيد في حساب » و». 
2. حل الجملة. 

# سنختار الآن حدَاً وأساس المتتالية مجهولّئ مسألتناء ولكن أي الحدود نختار؟ في مثل هذه الحالات» 
يكون من الأنسب أن نختار الحد الأوسطء أي .b‏ 
1. عبر عن ۾ وء بدلالة 6 وم. 


2 اكتب جملة معادلات تفيد في حساب 6 و ٠۳‏ واستنتج من ذلك 0 وع. 


ر أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة. 


@ الملاحتد 
يلعب كلبان في طريق يحيط بحديقة مربّعة طول ضلعها ‏ 250 . انطلق الكلب 
الرمادي من النقطة م6 راكضاً بسرعة ثابتة وقاطعاً ضلع المربّع بدقيقة واحدة. 
رآه الكلب البئي الذي كان عند النقطة 80 وأراد اللحاق به فركض ورائه بسرعة ,| 
أكبر وبحيث تقسم المسافة بينهما على 2 في كل دقيقة. ش 
عَين موضعي الكلبين على الشكل في اللحظات المتتابعة. 
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92 نحو الحلّ 

نرمز بالرمزين 280 و60 إلى موضعي الكلبين عند البدء. وبالرمزين ,8 و ,6€ إلى موضعيهما بعد 

دقيقة من الزمن» وهكذا... 

1. ارسم مريّعأء وعيّن عليه المواضع 6,:060: 64:06:09 » ۰5 و6 . ماذا تلاحظ؟ أين موضع 
الكلب الرمادي بعد تسع دقائق؟ 

2. عين المواضع و8 › ,8 » و » و8 . 

3. قر أنّ الكلب البتي قد لحق بالرماديَّ إذا صارت المسافة بينهما أقلَ من دنه 20. نضع 
2501 = رك وهي تمثل المسافة بين الكلبين عند البداية» فتكون مثلاً 4 المسافة بينهما بعد 
خمس دقائق. احسب ,0 » و0» و0٠02‏ . 

4. بعد كم دقيقة يلحق الكلبُ البنيّ الكلب الرمادي؟ وما المسافة التي يكون قد قطعها حينئذ؟ 


و أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة. 


© اا 
هل يوجد مثلّث قائم الزاوية تقع أطوال أضلاعه في متتالية هندسيّة. 
9 نحو الحلّ 
4 مسموحٌ ألا يكون لدينا فكرة سابقة عن الإجابة. وبدلاً من التجربة والخطأء من الأفضل أن نفترض 
وجود مثل هذا المثّثء ثْمَ نبحث عن الشروط التي يقتضي ذلك تحققهاء وأخيراً نتفخص هذه الشروط 
للتوثثق من إمكان تحققها أو استحالته. 
لنرمز بالرموز ‏ و0 وء إلى أطوال أضلاع المثلّث. ولنفترض أنْها ثلاثة حدود متوالية من متتالية 
هندسيّة» نرمز إلى أساسها بالرمز 4 . 
1. لماذا يجب أن يكون 0 < ي ؟ 
3. نفترض أن + هو وتز المثلث. لماذا يستحيل أن يكون 6 = 4؟ علل صبدكة المتراجحة 
.a > > ©‏ 
3 أثبت أنّ0 = 1- ”ي - “ي. 
4. حل المعادلة السابقة (ضع 02 = ) وتوثّق أتها تقبل حلاً موجباً وحيداً. 
5. أيوجد مثلّث قائم الزاوية تقع أطوال أضلاعه في متتالية هندسيّة ؟ 


و أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة. 


0 دیا ومريعات منداخلةق 
نعطى دائرة نصف قطرها ۰2٥۳‏ وننشئ داخلها مربّعاًء تم ننشئ 
الدائرة الماسّة لأضلاع المربّع. نفترض أنه بالإمكان متابعة هذا 
الأنشاء. إلى ما لا فهانة: ادر متثالية ساحات الدوائن» ومتتالية 
مساحات المربّعات. وحدّد مرحلة الإنشاء التي تصبح بدءاً منها 





مساحة المربّع أصغر من طط 1. 
92 نحو الحلّ 
4 تنظيماً للبحث» وبهدف وضع صياغة دقيقة لما نبحث عنهء لنرمز بالرمز ,4 إلى مساحة الدائرة 
الأولى مُقاسة بالسنتيمتر المربّع» ثم لنرمز على التوالي بالرموز ,0 ,4,2...»0»... إلى مساحات 
الدوائر التالية. ولنرمز بأسلوب ممائل بالرموز ء»رءء...» ,ءء... إلى مساحات المربّعات. 
1. احسب ,0. 
2. هل يفيدك هذا في حساب رل مباشرة؟ 
# يساوي قطر الدائرة الثانية طول ضلع المربّع الأوّلء ومنه فكرة حساب بء ثم ي0. 
1. احسب ١ء‏ واستتتج رل 2 و : 
2 أثبت أن "e, = 2d,‏ = وة ما طبيعة هاتين المتدالينين ۶ 


3. أثبت أن المتتاليتين ,,( ,4) و ,( )٥,‏ متناقصتين تماماً ومتقاربتين من 0. 


4 عيّن دليلاً م يكون لدينا بدا منه ر > Cn‏ . 


ر أنجز الدراسة واكتب الحل بلغة سليمة. 


5-7 | 


لمتتالية ہےر( )u‏ متتالية معرّفة أا كانت قيمة م بالعلاقة «/ه-1+-4/. = ». ادرس 
المتتالية بر( »)ء من جهة الاطراد والنهاية إن وُجدت. 
92 نحو الح 
4 عندما لا تكون جهة الاطراد واضحةء قد يكون من المفيد حساب الحدود الأولى علّها تهدينا إلى 
إجابة ممكنة. 
1. استفد من آلة حاسبة» واحسب را٠‏ را٠‏ وا٠‏ را٠‏ وا٠‏ و». هل يمكنك التنبؤ بجهة تغيرات المتتالية 
اع ورا (un‏ 


2. احسب ورين ؛ 10000“ ٠/00000‏ ما الفرضيّة التي تقترحها بشأن نهاية المتتالية برع,,( ,ں)؟ 


@ 


4 لدراسة جهة اطراد المتتالية. سنثبث أنّ ,» > ,« أيَآً كانت قيمة 7. 
1. أثبت أن المطلوب يؤول إلى إثبات ما يأتي 
+n < Nn +1‏ 9 د Vn‏ )0 
2. أثبت مبرّراً كل خطوة أنّ (1) ثكافئ بالترتيب 
(n +2 +n) < (2n +1) .‏ 2( 
(n+1)+ n(n +2) <2(n +1) «‏ )3( 
n(n +2) < (n +1) ٠‏ )4( 
3 أثبت صحّة (4) وأنجز البرهان. 
® نتوقع أن 0 > lim u,‏ وذلك مع أنّ ,» هي الفرق بين حدَّيْن يسعيان إلى +٥0‏ . الطريقة المُختارة 
عندما يكون في الأنحاء جذور تربيعيّة» هي ضرب البسط والمقام بالمرافق أي مله + 1+ «ل.. 
1. أثبت أنه مهما تكن 7 من N‏ فلدينا 


٠ لا‎ 


1 
n‏ + 1 دمل " 
2 استنتج أنه في حالة ‏ > 1 يكون لدينالل > يه > 0. 
2n‏ 


. أي مبرهنة تفيدنا لاستتتاج أن 0 = ب برذ ؟ 


ر أنجز الدراسة واكتب الحل بلغة سليمة. 


نتأمّل نصفي مستقيمين (0] و (و0] يصنعان زاوية هندسيّة 
حادّة ».ر۸ نقطة من (0#2] تُحقّق 10m‏ = ر04. المسقط 
القائم للنقطة ر۸ على (0,7] هي ر8. وكذلك المسقط القائم 
للنقطة ,8 على (0] هي ,4 . وهكذا دواليك.... 

احسب» إن وؤجدت» نهاية المقدار 


. ,)ا‎ = A Bo + A,B, +٠٠١ + A,B, 
نحو الحلّ‎ 92 


4 لنستخلص النتائج المباشرة من الشكل. نجد الزاوية » مرتين في الشكل المجاور. Ra‏ 
1. أين تجدها؟ علّل إجابتك. 





9 1 لا L1‏ قف" 
وق إن ارك مم يات 0 


2 ثم استنتج أن و يديك 
A,B, = cosa x A,B,‏ و A, 1P,‏ »ا COSC‏ = رررظرل بك 


n+1 n+1 n 





ل لخسات 7 . 1 کل واحد من حدود ألم جموع. لدينا 10cm‏ = 04 . ونعرف A,B,‏ = وا 
1 أثبت ن a‏ طزة 10 = نه وأنّ x A,B,‏ به cos‏ = يبوظيبيق : 
2. ما طبيعة المتتالية .. [,»)؟ 
ل * nin>)0‏ 


3 اكتب Uy‏ بدلالة 7 و » وعبر عن ,0 بدلالة ۸" و». واستنتج نهاية المتتالية ,..,(,2): 


رو أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة. 


قُدُماً إلى الأمام ©6 


)19 خمسة أعداد ۾»0ط»-۰4۰ء تكوّن کردا متوالية من متتالية حسابية. مجموع هذه الأعداد 
يساوي 5 ومجموع مربعاتها يساوي 665 . عين هذه الأعداد. 
بن أوجد جميع المتتاليات الحسابيّة التي أساسها عد طبيعي أكبر تماماً من 5», وأوّل حدّ من 


حدودها ينتمي إلى المجال [15,2-]؛ وتضمّ بين حدودها الأعداد 22 و37 و 82. 


®[ لتكن ٠,‏ ,:) المتتالية المعرفة كما يأتي 
1 عي U‏ 
5 لكان وين نه كان سبيت ون 
9 »۰ وايا كان 7 من N‏ ارو > ندملا 
رپ ا 1 دس ص يد 


Un 
: و جالشتفادة من وم اني فقا لرك المتدالية ےپ‎ 
ف ت ا ا ا ا کی اذاه ره راا‎ 
عبر عن ,«ء بدلالة 0. كُمّ استنتج به بدلالة م.‎ .3 
.)»:, استنتج تقارب ونهاية المتتالية ر(‎ .4 


57 يرمز المقداران ,,ه و ,م إلى مساحة ومحيط المضلّع الملوّن في الشكل المجاور المرسوم في 
مستو منسوب إلى معلم متجانس. 


1. احسب ,ره ورم بدلالة م. 





تمدن 


ع 


2. أثبت ن المتتاليتين (Pn JneN 3 (@n JneN‏ حسابيتان. 


@ 


© نکن ۾ و5 وء ثلاثة حدود متوالية من متتالية هندسيّة. نفترض أنّ : 
1 حم ب م لدم و 27 حدم مل 20. 
احسب ي و 0 وع. 
9 في الشكل المجاور» جميع المضلّعات المرسومة منتظمة. ونفترض أنّ الإنشاء يُتابع إلى ما لا 
نهاية. 
ل أفته أن كلذ مخ متثالية ‏ مساحات: المتلكات 
المسدسات بوحع, 
2. أثبت أنّ المتتالية 


( ,) ومتتالية مساحات 


neN 
هي متتالية هندسيّة.‎ )۸, ( 
المعرّفة» أيَآَ كانت قيمة م٠ كما يأتي:‎ )»,( 


neN 





وا = م2 وار = ربرو1ة هي أيضاً متتالية هندسيّة. 
3. احسب نسبة مساحة السطح الأزرق إلى مساحة السطح الأبيض داخل المثلّث الأكبر. 
69 لن ۾ وه وء ثلاثة حدود متوالية من متتالية حسابيّة غير ثابتة. نفترض أنّ الأعداد م وء 
وه بهذا الترتيب تكوّن أيضاً ثلاثة حدود متوالية من متتالية هندسيّة. فإذا علمت أنّ 
8 = ب م + ه» احسب 0 و86 وم. 
9 لنتامل متتاليتين رع( ,لة) و بع( ,(9). 
1. نفترض أنّ المتتاليتين متزايدتان» ونعرّف ٠,‏ + ,,» = ,«ه. أثبت أن برح( ,») متزايدة. وأنها 
متزايدة تماماً إذا كانت إحدى المتتاليتين برح ,,( ,») أو رے,( ,,) متزايدة تماماً. 
2. ادرس جهة اطراد المتتالية برح (١,‏ ,,سه) المعرّفة بالعلاقة 1- م3 + "2 = رن. 
ل( لنتأمل المتتالية بر( ,) المعزفة بالعلاقة م 5 
1. احسبء مستعملاً آلة حاسبة» ونه» بنه» وينه» ونه» بنه» ونه . ماذا تتنبّأً بشأن جهة اطراد هذه المتتالية. 
2. احسب م.ه. ماذا تستنتج؟ 
3. ادرس جهة اطراد المتتالية رع( ,»). 


الي المتتالية ر,( .::) في الحالات الآتية تتقارب من 0. عيّن دليلاً " يحقق ما يأتي 
٠‏ » تنتمي إلى المجال ]10,10-[ = 7 في حالة « > ". 

٠‏ ,نه تنتمي إلى المجال ] *10-10,10-1-[ = 1 في حالة بن > #ر. 
u, = n>0 ©‏ © < هر د u,‏ و كادي © كح د يه 








@ 





@ ننتامل الفكاليةة وى ين A‏ ات د هكد 





= و 
n +1‏ 
2n +3‏ 22-3 
5 أثبت أنّهء مهما 7» فلدينا جستلتد > > : 
تكن 1+ n +1 7 n”‏ 


ستنتج نهاية المتتالية برع( ,:ه). 


© لنتأمّل المتتالية ر( ,») المعرّفة» في حالة ” > 1» بالعلاقة 


n n 
i رس بي‎ CET I CT 
n +1 n +2 n“ +n 
. احسب الحدود ا » ولك وا٠ ين‎ .1 


استنتج أنّهء مهما تكن م٠‏ فلدينا 





وعين نهاية المتتالية ,,,( ,::). 


5 نفترض أن الإنشاء المبيّن في الشكل المجاور يُتابَعْ إلى ما لا 


و د ا ف ا ر ا MOSS‏ 
بالعلاقة کک 


u, = AoA, + AA, + AA + °°“ + بكخ ربك‎ 





ليكن / التابع أيه - 1(5 + #) ب ه. نعرّف المجموعين: 


م +...+1+24-دم و P =1 +2 +...+n‏ 


© تحقق أنّ 1+ 32 + 32 = رن . 


© عوّض على التوالي ‏ بالأعداد 2...2»221 7 واستنتج 


DERN بار سمه‎ PLE 
استنتج قيمة م + 5 بدلالة ثم احسب المجموع م بدلالة م.‎ © 


ين حل المعادلات الآتية : 


سيت يب ل وت 
21 1 َ2 نج 1 2 07 
1 1 1 1 1 
© 0= جعت 


کے إن کے ال 
3277 16 8 4 :2 
© 0 = 2+ 323 + قروو + 272. 
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@ نتأمّل في مستو مزوّد بمعلم متجانس (0,47) النقطتين (1,1) 40 و (2,2) :4. ونتأمّل الخط 
المضلّعي المنكسر ...,,4,...,4 ,4 الذي يُحقّق في حالة كلّ عدد طبيعي ” ما يأتي 
ه فاصلة النقطة مل هي 1+ «. 
٠‏ إذا رمزنا بالرمز » إلى ميل المستقيم (1+.4.4) كانت ر( ,») متتالية حسابيّة أساسها د 
© عيّن في المستوي النقاط ۸0 › 4 › د4 › و4 › ي › 45 . 
© نفترض أنّ إحداثيي النقطة ,4 هما (رن,م»). أثبت أنه مهما تكن « > 0 يكن 


5 _Mm +1 
Jn Jn—1 = 9 





2 

مد عم LEA‏ 

© استنتج ان > بن 

© أثبت أنّ جميع النقاط ,4 تقع على قطع مُكافئ 27»؛ ارسمه على الشكل نفسه مع النقاط 
0 ۰ 41 » يك » جك » 4 ۰ A45‏ . 


355 لتكن و-<,( ») المتتالية المعرّفة تدريجيّاً بالعلاقات 


© نعرّف ..ه - 1ں = وه. أثبت أنّ المتتالية -,,( )٠‏ متتالية هندسيّة. 
© عبر عن مه بدلالة م 


© استنتج عبارة مه بدلالة 7. 
© ما نهاية المتتالية ,( ں)؟ 


© عيّن عدداً طبيعياً «: يجعل 10-5 > |3 - »| أياً كانت قيمة ۸ > 7. 





أمثلة على اختبارا 





3 اختباس للوحدة وی 
© اعبار 
© اختبام للوحدةالثالثة 
9 اختباسم للوحدةالرابعة 
© اختبام للوحدة الخامسة 


أخنيام للوحدة الأعلى افو اة رمف 


أولاً: اختر كل إجابة صحيحة من بين الإجابات الأربعة لكل سؤال مما يأتي: 

























































































(80 درجة) 
= 2 3 1 ا 
خطه البيانى 
B A‏ 0 اف د D‏ قان بالنسنة 
روجي كردي بالنسبة للمبدا بالنسڊ 
للمحور لاه 
0000 1 1 ل 
2. 7# و و معرفان وفق :2 + 9 د (2) ل وو 2 جاو جرع تعريت و + / هي 
١ 0 92-1 8 R8 A‏ ه | 4-1,1 اج 
3. | ليكن كثير الحدود 2 + 4 - 2:2 - 5ب = (به)طء حلول المعادلة 0 = (:2)2 هي 
D {2} 2 12,-1( 8 12,1! A‏ }1,1-,12 
4. | / وو التابعين المعرفين على ۸ وفق ”± = (ي) و ”32 = (#)و. التابع و0 / 
متناق تزابد 
4 خص على آ ا مرد ع || متتاقص على ۾ ا متزيد على خ 
|مه+ ,0| 00+ ,0 | 





























ثانياً: دل على المقولات الصحيحة فيما يأتي معللاً إجابتك 
متّلنا جانباً الخط البياني ,© لتابع / معرّف على [3,1-]. 
1. للمعادلة 1 - (ي)/ ثلاثة حلول. 
2. حلول المتراجحة 0 > () هي المجال [3,1-]. 
3. / تابع فردي. 
4. م متناقص تماماً على المجال [0,1]. 
ثالثاً: حل التمرينين الآتيين: 
التمرين الأول: ليكن / التابع المعطى بالعلاقة ۾ - 1ل = (5)/. 


3 عيّن مجموعة تعريفه .D,‏ 





(80 درجة للأول» 60 درجة للثاني) 


2. اكتب ر بصيغة تركيب تابعين مألوفين. 
3. ادرس اطراد / على ,(1. 

التمرين الثاني: ليكن / التابع المعرف على المجال [مه+ ,0] = 7 وفق 2 - :5 + ل = (ه)'. 
1. ادرس جهة اطراد التابع /3-. 
2. استنتج أن 6 > ()/3- على المجال 1. 


® 




































































اخنام للوحلة التاق الد سا عقا 


أولاً: دل على الخواص الصحيحة فيما يأتي معللاً اجابتك. (80 درجة) 
1. يقبل التابع |3 - | به : م الاشتقاق عند العدد 3. 
2. التابع 3م ”ى مم به : ثم اشتقاقي على مجموعة الأعداد الحقيقيّة. 
3. مشتق التابع cos + sin,‏ جا :يم يساوي الصفر. 


4. إذا كان التابع غير اشتقاقي عند نقطة فهذا يعني عدم وجود مماساً لمنحني التابع في هذه النقطة. 


ثانياً: حل التمرينين الآتيين: (70 درجة للأول؛ 70 درجة للثاني) 
التمرين الأول: ليكن / التابع المعرّف على ]2,مه - [ بالعلاقة » - 2/. = (2م)مر. 

1. أثبت أنّ / اشتقاقي على ]2,مه -[ واحسب (0)"/. 

. اكتب معادلة للمماس في النقطة التي فاصلتها 1 للخط البياني للتابع /. 


التمرين الثاني: احسب فيما يأتي المشتقات ()"/» مبيّناً المجموعة التي تكون عليها حساباتك صحيحة. 
1 2+ أنه ft) = J32‏ 


f(z) = 4sinz +cos(3z —1) .2 





f(a) = u + 2 3‏ 
)3 — 1 
ثالثاً: حل المسألة الآتية: (80 درجة) 


ليكن / تابعاً كثير الحدود من الدرجة الثانية» خطه البياني ©» نفترض أنّ النقطة (4)0,1 تقع على 
٤‏ وأنّ 3 = (2)/ وأنّ المُماس 7 للخط البياني © في النقطة التي فاصلتها 1 أفقيٌ. عيّنٍِ التابع 
1 في حال وجوده. 


اخناس للوحدة الثالثّ المدة: ساعتان 


أولاً: دل على الخواص الصحيحة فيما يأتي معللاً اجابتك. (60 درجة) 
1. الح الراجح للتابع / على المجموعة 7 هو القيمة الكبرى للتابع في 2 . 
2. التابع 1 + 2 جب : ر متزايدٌ تماماً على . 











3. التابع ے جه ب : ثم متناقصٌ تماماً على *۸ . 
T‏ 
4. إذا كان للقيمتين (0) و (1)/ إشارتين متعاكستين كان للمعادلة 0 = (») حلاً وحيداً في المجال 
]101 : 
ثائياً: حل التمرينين الآتيين: (60 درجة للأول» 50 درجة للثاني) 
التمرين الأول: ادرس اطراد التابع / المعرّف بالعلاقة لاه + 2 = () على المجال ]هه ,0]» كُمَ 
بيّن إذا كانت له قيمٌ حديّة محلياً. 
التمرين الثاني: ليكن / التابع المعف بالعلاقة 2 - 382 + ى = (ي). أثبت أنّ للمعادلة 0 = (8ه)/ 
حلاً وحيداً في المجال [2,0-]. 
ثالثاً: حل المسألتين الآتيتين: (65 درجة للأولى» 65 درجة للثانية) 
المسألة الأولى: نتأمّل في مستو منسوب إلى مَعْلَم متجانس (0,7,7)» القطع المكافئ 7 الذي معادلته 
ه- = بء والنقطة 4 التي إحداتيّتاها (0,2). عيّن النقاط 14 من القطع 7 الأقرب إلى ۸. 
احسب طول ضلع قاعدته وارتفاعه لكي تكون مساحة سطحه أصغر ما يمكن. 











اخٹاے للوحدة الرأبعق المدة: ساعتان 


أولاً: دل على الخواص الصحيحة فيما يأتي معللاً إجابتك. (60 درجة) 
1. نهاية تابع كثير الحدود هي نفسها نهاية حدّه الذي له أعلى درجة. 
2. إذا كان ثم تابعاً معرّفاً عند ۾ » كان (0)/ = (8)/ سنا . 





: و عن النصية ا 
3. ليكن التابع / المعرف وفق = ()/ . لهذا التابع مقارب شاقولي. 
ا 
02 1 1+ 22+ 2 1 
4. للخطين البيانيين ,6 و ر الممقلين للتابعين ل = (مار وس + 3 +ه = (ه)و 
2 7 
المقاربات نفسها. 


التمرين الأول: ليكن”ر و و التابعين المعرّفين بالعلاقتين 2ه = (2)و و 9+ 3:2 = (#)ثر. احسب 


النهايات (ي)/ صننا 


i 


lim 
00 





و (9)2 لل و )زو /) im‏ و (09()2) لل وا 


g8 3‏ 
التمرين الثاني: ادرس التابع 1 - ههه ب = (ھ)f‏ جاو مبيناً أن النقطة (1-,1)0 هي مركز تناظر 


د 


التمرين الثالث: اعتماداً على جدول التغيرات المبين أدناه» عيّن مجموعة تعريف التابع / ونهاياته عند 
أطراف مجموعة التعريف» ومجالات التزايد والتناقص. 





fa) | هم‎ 7 ++ 7 oo | 


ثالثاً: حل المسألة الآتية: (60 درجة) 


هل يوجد تابع كثير الحدود / من الدرجة الثالثة» فردي» ويقبل خطه البياني ,© مماساً أفقياً في 
النقطة (۸)0,2؟ 





أخنام للوحدة الخامست المدة: ساعتان 


أولاً: بين إذا كانت المقولات الآتية صحيحة معللاً اجابتك. (40 درجة) 





فى فو 85 لسم Co U,‏ 
1. العلاقة التدريجية ET‏ حت 1وا مع 2 = وله تعرّف متتالية ,<,,[,, . 


2. المتتالية ر,(,») المعرّفة بالعلاقة (” - 1)” = ,» متتالية حسابية. 

3. المتتالية ,..,(,:) المعرّفة بالعلاقة 1 = ,» متتالية هندسية. 

4. المتتالية ر( ,») المعرّفة بالعلاقة د كرو مايا متقارية: 
ثانياً: حل التمرينين الآتيين: (80 درجة للأول؛ 60 درجة للثاني ) 
التمرين الأول: ليكن / التابع المعرّف بالعلاقة :هج صنو = ()/ . 

1. لتكن المتتالية (0)/ = ,». ادرس تقارب المتتالية محر( ,»). 

2. ادرس اطراد التابع ثم على المجال [0,۸]. 

3. ادرس اطراد المتتالية مح( »). 





التمرين الثاني: لتكن المتتالية م.,,( ,») المعرفة وفق دكين 
1 ادرس تقارب المتتالية .(u n )n >o‏ 
2 احسب الحدود ٠ U5 °< Uo * U1‏ 
3 أثبت أنّ المتتالية رر( )٠,‏ متتالية هندسية. 
ثالثاً: حل المسألة الآتية: (120 درجة) 


نتأمّل متتالية ,..,(,") معرّفة تدريجياً كما يأتي : 


n>0 


۴ 1 
ا ا u‏ 


n+1 
احسب ںا و را و وه ثُمَّ بيّن أتكون المتتالية م_,(,») متتالية حسابية أو هندسيّة؟‎ .1 
بنه. احسب وا و ۷ و رلا و ږلا.‎ = u - 2 + 6 بالصيغة‎ ("n>0 نعرّف المنتالية‎ .2 
د. أثبت أن المتتالية ..,(,0) متتالية هندسيّة أساسها‎ 

4. استنتج عبارة به بدلالة 7» كُمَ عبارة ,» بدلالة n‏ 

5. احسب نهاية كلّ من المتتاليتين «<,(,0) و مد,(,») عندما تسعى ” إلى اللانهاية. 


6. احسب إن +۰۰۰ + uv‏ + وله = قر و u, +۰۰۰ + u‏ + وله = 11 . 


6 





تابع 
إثبات بالتدريج أو بالاستقراء الرياضي 
اطراد 

باقي القسمة 
تابع التجيب 
تابع الجيب 

تابع الظل 

تابع تآلفي 

تابع دوري 

تابع زوجي 
قري 
تركيب التوابع 
تقريب تآلفي 
کر 

حد قاصر 

خارج القسمة 
خطباتي ا 
عدم تعيين 
القسمة الإقليدية 
قطع زائد 

قطع مكافئ 
كثير الحدود 
اللانهاية 

متتالية 

lea LES 
متتالية متباعدة‎ 
متالية مقار‎ 





Function 


Proof by mathematical induction 
Monotonicity 
Remainder 

Cosine function 

Sine function 
Tangent function 
Affine function 
Periodic function 
Even function 

Odd function 
Function composition 
Affine approximation 
Upper bound 

Lower bound 
Quotient 

Graph 
Indetermination 
Euclidean division 
Hyperbola 

Parabola 

Local minimum 
Local maximum 
Polynomial 

Infinity 

Sequence 

Arithmetic sequence 


Divergent sequence 





Convergent sequence 


































































































متتالية محدودة 
متراجحة 
متزلة ع 
ع 

مجال 

مت اس ردكا 
مركز تناظر 





الاتكليزية 
Bounded sequence‏ 
Geometric sequence‏ 
Inequality‏ 
Increasing‏ 
Decreasing‏ 
Interval‏ 
Domain‏ 
Axis of symmetry‏ 
Center of symmetry‏ 
Derivative‏ 
Equation‏ 
Coordinate system‏ 
Asymptote‏ 
Oblique asymptote‏ 
Tangent‏ 
Discriminant‏ 
Limit‏ 


Homographic function 
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